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UVOD

Zbirka sadrzi 500 ispitnih zadataka koji su bili na ispitu prethodnih godina i to sa proverenim reSenjima. ReSenja nekih
zadataka su detaljna, dok su kod drugih dati samo rezultati.

Zadaci su podeljeni po oblastima i u okviru svake oblasti grupisani po tipu i po tezini od laksih ka tezim.
Na kraju zbirke nalazi se podsetnik (dodatak A) koji Vam preporucujem da prvo procitate.

Ova zbirka je nastala kao pomo¢no sredstvo studentima koji pohadaju kurs kod autora zbirke, mada moZe da posluzi i ostalima
za lakSe spremanje ispita.

Prednost ove zbirke je $to prvi put na jednom mestu imate teoriju i zadatke i $to su ispitni zadaci razvrstani po oblastima, tako
da paralelno predavanjima mozZete postepeno da testirate svoje znanje radedi ispitne zadatke iz oblasti koje ste presli.

Nadam se da ¢e vam ova zbirka biti od velike pomo¢i.
Zelim Vam puno uspeha na ispitu.

Autor: dipl. ing. Caslav Pejdié



1. DEO
RELACIJE | FUNKCIJE

U prvom delu dati su zadaci iz relacija i funkcija.

Zadaci su grupisani tako da najpre dolaze zadaci vezani za ispitivanje osobina relacija, zatim sa operacijama sa relacijama i na
kraju zadaci sa funkcijama.

Teorijska pitanja na usmenom:

Beskonacno male i beskonacno velike veli¢ine
Relacija poretka i relacija ekvivalencije
Binarne relacije (osnovne osobine)

Funkcije (definicija i osnovne osobine)
Relacije i funkcije

Osnovne osobine realnih funkcija

N e

Definicija 1: (Dekartov proizvod)

Neka su data dva neprazna skupa A i B. Dekartov proizvod skupova A i B se definiSe kao:
AxB={(xy)|xeAAyeB}

Definicija 2: (definicija relacije)

Neka su data dva neprazna skupa A i B. Svaki podskup p skupa A x B naziva se binarnom relacijom u skupu A x B. Skup
uredenih parova koji pripadaju relaciji je graf relacije.

Definicija 3: (refleksivnost)

Relacija pc A? je refleksivna ako vazi: (V x € A) xp x

Definicija 4: (simetri¢nost)

Relacija pc AZ je simetri¢na ako vazi: (Vxy € A) (xpy =y px)

Definicija 5: (antisimetri¢nost)

Relacija pc A? je antisimetri¢na ako vazi:
(VxyeA)xpy Ay px=x=Yy)

Definicija 6: (tranzitivnost)

Relacija pc A? je tranzitivna ako vazi:
(VxyzeA)(XpyAypz=>xpz)

Definicija 7: (relacija ekvivalencije)

Relacija pc A? naziva se relacijom ekvivalencije ako je istovremeno refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. Klasa ekvivalencije za
realan broj aje: {x|x pa Ax € A}.

Definicija 8: (relacija poretka)

Relacija pc A% naziva se relacijom poretka ako je istovremeno refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Definicija 9: (komplement relacije)

Svakoj binarnoj relaciji p € A X B moze se pridruziti njen komplement p € A X B, tako da vazi:
(Vxy) (xpy<xnonpy).

Definicija 10: (inverzna relacija)

Svakoj binarnoj relaciji pc A x B moze se pridruziti njoj inverzna relacija p-lc B x A, tako da vazi:
(Vxy) xply=ypx)

Definicija 11: (podskup relacija)

Relacija p je podskup relacije o (pco) ako vazi: (Vxy) (xpy = x 0 y).

Definicija 12: (unija relacija)




Unija relacija p i 6 (puo) se definiSe kao:x pucy < xpyvxoy.

Definicija 13: (presek relacija)

Presek relacija p i o (pmo) se definiSe kao:x pnocy < xpyAxcoy.

Definicija 14: (proizvod relacija)

Proizvod relacija p i 6 (pec) se definiSe kao:x pecy <> (3z)xczAzpy.

Definicija 15: (definicija funkcije)

Binarna relacija f definisana u skupu A x B naziva se preslikavanje (funkcija) skupa A u skup B i pise se

f: A — B, ako su ispunjena dva uslova:

1. skup svih prvih komponenata skupa f jednak je skupu A,

2.vazi implikacija (V x € A) (x,y1) € f A (xy2) € f = y1 =y2, tj. jednakost prvih komponenata implicira jednakost drugih
komponenata.

Definicija 16: (domen definisanosti funkcije)

Domen definisanosti funkcije (D) su sve vrednosti nezavisne promenljive (x) za koje funkcija postoji.

Definicija 17: (skup vrednosti funkcije)

Skup vrednosti funkcije (V) je skup svih vrednosti koje funkcija moze da ima na domenu D.

Definicija 18: (sirjektivnost)

Ako je preslikavanje f : A — B takvo da je skup svih vrednosti funkcije V jednak skupu B, tada se kaZe da je f sirjektivno
preslikavanje, ili se jo$ kaze da f preslikava skup A na skup B.

Definicija 19: (injektivnost)

Preslikavanje f: A — B je injektivno ako i samo ako se razli¢iti elementi skupa A preslikavaju u razli¢ite elemente skupa B, tj.
vazi implikacija: (V x1,x2€ A) x1# x2= f(x1) # f(x2), odnosno
(Vx1,x2€ A) f(x1) = f(x2) = x1 = x2.

Definicija 20: (bijektivnost)

Preslikavanje f: A — B je bijektivno ako i samo ako je sirjektivno i injektivno, tj. vazi implikacija:
(V¥ xa,x2€ A) f(x1) = f(x2) © x1 = x2.
Definicija 21: (inverzna funkcija)

Ako je preslikavanje f : A — B bijektivno, tada se inverzno preslikavanje f -1 preslikavanja f definiSe na sledec¢i nacin: f-1: B — A,
f-1(f(x)) = x, tj. slika svakog elementa f(x) iz skupa B je elemenat x iz skupa A.

Definicija 22: (proizvod funkcija)

Pod proizvodom preslikavanja f: A—»>Big: B—C podrazumeva se preslikavanje h : A—»C odredeno sa:
(¥ x € A) h(x) = g(f(x)). Ovo preslikavanje oznacavamo sah =go f.

Definicija 23: (ogranicenost funkcije)

Funkcija y = f(x) je ogranicena u oblasti definisanosti D ako postoji pozitivan broj K takav da je:
(VxeD)|f(x)] <K

Definicija 24: (monotonost funkcije)

Funkcija y = f(x) je monotono rastuca u oblasti definisanosti D, ako vazi implikacija:
(vx1,x2 € D) (x2 > x1 = f(x2) > f(x1)), a monotono opadajuca u oblasti definisanostiD, ako vazi implikacija: (Vx1,x2 € D) (x2 >
x1 = f(x2) < f(x1)).

Definicija 25: (parnost funkcije)

Funkcija y = f(x), definisana na segmentu [-a,a], je parna ako je:
(vx € [-a,a]) f(-x) = f(x), a neparna je ako je: (Vx € [-a,a]) f(-x) = -f(x).

Definicija 26: (periodi¢nost funkcije)

Funkcija y = f(x), definisana u oblasti D, je periodi¢na ako postoji realan broj a # 0, takav da je:
(V x € D) f(x + a) = f(x).
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(novembar 2020, oktobar-2 2016, jun 2011)
Ispitati da li je relacija p definisana kao x p y <> xn- yn> 0 relacija poretka na skupu R realnih brojeva:

a)Jzan=3

b)zan=4

(april 2021-usmeni, septembar 2016-usmeni, jun 2013, februar 2013-usmeni, januar 2010-usmeni)

Ispitati da li je relacija p definisana kao x p y akko(def) (3k € N) y = kx jedna relacija poretka na skupu prirodnih brojeva
(januar 2015, januar 2014, oktobar-2 2011, februar 2011 januar 2010, jun 2009)

Data je binarna relacija p zadatakao: x py &

1

x2+1 s y2+1
Ispitati da li je ovo relacija poretka na skupu: a R, b) (1, o).
(jun 2016, februar 2015, januar 2015)

Data je binarna relacija p zadata kao: x p y & 4

x2+1 = y2+1’
Ispitati koje od osobina linearnog uredenja ima ova relacija na skupu R.
(oktobar-2 2018, oktobar-2 2016, oktobar-2 2014)

Pokazati da je binarna relacija p zadatakao: x py © x(y? +1) < y(x? + 1),

jedno uredenje skupa (1, o), ali ne i skupa R.
(oktobar-2 2020, septembar 2018, oktobar 2013, oktobar 2012, februar 2012, januar 2010, jun 2009-usmeni)

Ispitati da li je relacija p definisana uslovom: x p y akko (def)x? + x_12 =y? 4 % na skupu (—o0,0) U (0, ) relacija

ekvivalencije. Ukoliko jeste, odrediti klasu ekvivalencije broja 3.

(februar 2016, oktobar 2015, januar 2011-usmeni, januar 2010, januar 2009)

Ispitati da li je relacija p definisana kao: x p y akko (def)(x? — y?)(x?y? — 1) = 0, jedna relacija ekvivalencije na skupu
realnih brojeva. Ukoliko jeste, odrediti klase ekvivalencije [0], [1] i [2].

(april 2022)

Ispitati da li je relacija p definisana kao: x p y akko (def)(x — y)(xy — 1) = 0, jedna relacija ekvivalencije na skupu
realnih brojeva. Ukoliko jeste, odrediti klase ekvivalencije [0], [1] i [2].

(oktobar 2015)

Ispitati da li je relacija p definisana kao: x p y akko (def)(x — y)(x2y? — 1) = 0, jedna relacija ekvivalencije na skupu
realnih brojeva. Ukoliko jeste, odrediti klase ekvivalencije [0], [1] i [2].

(januar 2017)

Ispitati da li je relacija p definisana kao: x p y akko (def)(x? — y?)(x? — 4y?)(4x? — y?) = 0, jedna relacija ekvivalencije
na skupu realnih brojeva. Ukoliko jeste, odrediti klase ekvivalencije [0], [1] i [2].

(februar 2016-usmeni, januar 2013-usmeni, januar 2009)

Da li je sledeca relacija, relacija ekvivalencije: x p y <> x2y+y = xy2+X.

Ako jeste, odrediti klasu ekvivalencije broja 7 i 2/7.

(januar 2016-usmeni, jul 2014-usmeni, jun 2013, januar 2013)

Ispitati da li je relacija p definisana na skupu beskonac¢no malih veli¢ina u okolini neke tacke

a(eE R),kao f(x) p g(x) & lim f

x> agx)
(februar 2016, jul 2011)
Odrediti sve moguce relacije ekvivalencije nad ¢etvoro¢lanim skupom S = {1,2,3,4}.
Koliko ih ukupno ima?
(septembar 2013)
Ispitati da li je pnp-1 < A2, relacija ekvivalencije na skupu A, ako je relacija pc AZ refleksivna i tranzitivna na skupu A.
(jul 2013)
Date su funkcije f, g: R — R, definisane kao f(x) = x? + 6x — 3 i g(x) = x3 + 1. Ispitati da li su to bijekcije. Ukoliko nisu
odrediti domen i kodomen funkcije koja nije bijekcija tako da bude bijekcija, a zatim odrediti i njihove odgovarajuce
inverzne funkcije.
(septembar 2016, januar 2015-usmeni, februar 2013)
Odrediti najmanju vrednost realnog parametra a i odgovaraju¢u vrednost realnog parametra b tako da funkcija f: [a, 2] —
[0, b], zadata sa f(x) = |x? — 4x + 3| bude bijekcija, a zatim odrediti f ~*(x) .

= 1, jedna relacija ekvivalencije.



2. DEO
ALGEBRA

U drugom delu dati su zadaci iz algebre.

Zadaci su grupisani tako da najpre dolaze zadaci iz matrica: komutativne matrice, inverzna matrica, matri¢ne jednacine i rang
matrice, dok su na kraju dati sistemi koji se reSavaju primenom Gausovog metoda, Kramerovih pravila, Kroneker-Kapelijevom
teoremom ili matri¢nim metodom.

Teorijska pitanja na usmenom:

Kroneker-Kapelijeva teorema

Teorema o bazisnom minoru

Kramerovo pravilo

Inverzna matrica

Rang matrice (definicija i osnovne osobine)

Matri¢ni metod

Linearna zavisnost vrsta (kolona) matrice i rang matrice
Matrice (definicija i osnovne osobine)

Determinante (definicija i osnovne osobine)

WRON U W

Definicija 1: (matrice)

Matrica tipa m x n je $ema oblika

aip 0 Qin
A=+ = i J(aye Ri=12.mj=12..,n).

Ami " Qmn

Matrica A oznacava se krace i na ovaj nacin A = ||aij|| mxn
Ako je m = n matrica se naziva kvadratna, u suprotnom matrica se naziva pravougaonom.
Elementi ax1, axz,..., akn, ¢ine k-tu vrstu matrice A.
Elementi a1y, azi,..., am¢ine I-tu kolonu matrice A.
Niz elemenata ai11,azz,...,ann kvadratne matrice n x n nazivamo glavnom dijagonalom te matrice.
Dve matrice su jednake akko su istog tipa i ako su im odgovarajuc¢i elementi medusobno jednaki, tj.
A=B&oaj=b;(i=1,2,...mj=1.2,...,n)
1) Zbir matrica A i B istog tipa je matrica C za koju je:
ci=aj+b;(i=12,..m;j=1,2,.n)
2) Proizvod skalara a.e®R i matrice A je matrica C za koju je:
cgi=oaaij(i=12,..m;j=1,2,.,n)
3) Proizvod AB matrice A = ||aij| |mxn i matrice B = ||bij| |nxp je matrica
C = |[cij|mxp za koju je: ¢;j = Y=g acby; (= 12,...,m;j=12,...,p)
Proizvod matrica definisan je samo ako je broj kolona matrice A jednak broju vrsta matrice B.
Komutativni zakon za mnoZenje matrica u opStem slucaju ne vazi, tj. AB = BA.
MnoZenje matrica je asocijativna operacija, tj. (AB) C = A (BC).
MnoZenje matrica je distributivna operacija u odnosu na sabiranje matrica, tj. (A + B) C = AC + BC.
4) Transponovana matrica matrice A = ”aij”mxn je matrica A’ = ”aij,”nx nZa koju je:
a{j = Gji (l =1,2, ...,Tl;j =1,2, ,m)
Matrica A’ se dobije kada se vrste matrice A uzmu za kolone matrice A’.
Neke specijalne matrice:
1) Matrica O, ¢iji su svi elementi jednaki nuli, zove se nula matrica.
2) Kvadratna matrica |, ¢iji su svi elementi van glavne dijagonale jednaki nuli, a elementi glavne dijagonale jednaki 1, zove se
jedini¢na matrica.
3) Matrica A kod koje je A’ = A, zove se simetri¢na.
4) Matrica A kod koje je A’ = -A , zove se antisimetri¢na.
5) Matrica A kod koje je AA’ =1, zove se ortogonalna.
6) Matrice A i B su komutativne ukoliko vazi AB = BA.



Definicija 2: (determinante)

Qi1 Qin
Neka je A kvadratna matrica < N : >.
An1  *° QGnn
tada broj det A = ¥ (—1)PKkvkekn) qpy ayp . any (k1 Kz, .. ky) €1,
gde smo sa n! oznacili skup svih permutacija niza (1,2,..,n), a sa p(ku,kz,...kn) parnost permutacije (ku,kz,...kn) niza (1,2,..,n),
nazivamo determinantom matrice A.

a;; Az 7 Qan

. . ‘. qs | a o Agn
Determinantu matrice A oznac¢ava¢emo sa detA ili :21 :22 .

An1 Qnz - Qnn

Neposrednom primenom definicije dobijamo formule za izracunavanje determinanata prvog, drugog i treceg reda:

det(asq) = as4

det(a11 (112)_ A11097 — Aqoa
Ay Ay 11022 12021

a1 Q12 g3
det{ Q21 Q22 Q23 | = a41032033 + Q12023031 + A13G21A32 — Q11023032 — Q12021033 — A13022031-
az1 A3z 0Az3

Determinante treéeg (i samo treéeg reda) se prakti¢no najcesSce racunaju po Sarusovom pravilu, koje se moze lako zapamtiti u
slede¢em obliku:
+ o+ o+
ai11 Q12 Q13laq; Q12
determinanti dopiSemo prvu i drugu kolonu |a;; @z, az3la,; @ ipravimo proizvode po dijagonalama, ne menjajuci
az; A3y 0azzlasz; 32
znak proizvodu sa glavne dijagonale i njemu paralelnim trojkama, a menjajuéi znak proizvodu sa sporedne dijagonale i njemu
paralelnim trojkama. Na kraju napravimo zbir svih ovih proizvoda $to ¢e biti traZena vrednost determinante.

Neke osobine determinanata:

1) Ako su elementi jedne vrste (kolone) proporcionalni elementima druge vrste (kolone), determinanta je jednaka nuli.

2) Zajednicki ¢inilac jedne vrste (kolone) moZe da se izdvoji ispred determinante.

3) Vrednost determinante se nece promeniti ako se elementima jedne vrste (kolone) dodaju odgovarajuéi elementi druge vrste
(kolone), pomnoZeni istim brojem.

4) det (AB) = det (A) det (B)

Definicija 3: (algebarski komplement)

Ako izostavimo i-tu vrstu i j-tu kolonu (i,j = 1,...,n) jedne kvadratne matrice tipa n x n, dobijamo jednu novu matricu tipa (n-1) x
(n-1). Determinantu na ovaj nacin dobijene matrice ozna¢avamo sa Mj i nazivamo minorom elementa aij. Algebarski
komplement elementa aj;, u oznaci Aj;, bice Ajj = (-1)i* Mj;.

Teorema 1: (teorema o razvijanju determinante)
Zasvakii (i=1,2,...n)

aqiq Qaqp o Qi
azq azo ©t Qan

: o =aplp + aplp + 0+ Al = agAs; + agiAy o+ apidpg.
An1 Qnz - Qnn

Definicija 4: (regularna matrica)

Za kvadratnu matricu A kaZzemo da je regularna akko je det A # 0, a kada je det A = 0, onda matricu nazivamo singularnom.

Definicija 5: (inverzna matrica)

Kvadratnu matricu X tipa n x n nazivamo inverznom matricom matrice A tipa n x n akko je AX = XA = I. Inverznu matricu
matrice A ozna¢avamo sa A-l.

Definicija 6: (adjungovana matrica)

Matrica adj A koja se dobija kada se elementi matrice zamene njihovim algebarskim komplementima, pa se zatim takva matrica
transponuje, zove se adjungovana matrica matrice A.

Teorema 2: (teorema o inverznoj matrici)




. L . . . . . Co 1 .
Kvadratna matrica A ima inverznu matricu akko je matrica A regularna. Ako je A regularna matrica, onda je A™! = i adjA.

Definicija 7: (rang matrice)

Neka je data matrica A tipa m x n. Ako postoji regularna podmatrica tipa k x k matrice A i svaka podmatrica tipai xi, zai>k,
ako takvih ima, je singularna, onda kaZemo da je rang matrice A jednak broju k, Sto oznatavamo sa rang A = k (ili r(A) = k).

Definicija 8: (elementarne transformacije matrica)

Elementarne transformacije matrica su:

a) Razmena dve vrste (kolone)

b) Mnozenje elemenata jedne vrste (kolone) nekim brojem koji je razli¢it od nule

c) Dodavanje elementima jedne vrste (kolone) odgovarajucih elemenata druge vrste (kolone) pomnozenih proizvoljnim
brojem.

Definicija 9: (ekvivalentne matrice)

Matrica A je ekvivalentna matrici B, u oznaci A ~ B, ako se od matrice A moZe preéi na matricu B primenom kona¢no mnogo
elementarnih transformacija.

Definicija 10: (bazisni minor)

Ako je r rang neke matrice A, onda determinantu svake njene regularne podmatrice tipa r x r nazivamo bazisnim minorom
matrice A.

Teorema 3: (teorema o bazisnom minoru)

Ako je r rang neke matrice, onda postoji r linearno nezavisnih vrsta, odnosno kolona te matrice, takvih da se svaka druga vrsta,
odnosno kolona te matrice moze izraziti kao njihova linearna kombinacija.

Teorema 4:
Ako je A ~ B, onda je rang A =rang B.

Teorema 5: (Kroneker-Kapelijeva teorema)

Neka je dat sistem S od ukupno m linearnih jednacina sa n nepoznatih.
aq11X1 + Aq2X, + -+ ApXy = bl

a21x1 + azzxz + -+ aann = bz S
Am1X1 + ApaXy + - QnXn = by
a1 Qg2 e Qi
S . . Az1 G2z - Q2p
Matrica sistema S je matricad = ..
Am1 Am2 Amn
a1 Q2 an b1
. . . . . az1  Az2 .. a b
ProSirena matrica sistema je matrica 4, = en 72
am1  Am2 Amn  bm

1) Sistem S je saglasan i ima jedinstveno resenje akko r(A) = r(Ap) = n.
2) Sistem S je saglasan i ima beskona¢no mnogo resenja akko r(A) = r(Ap) < n.
3) Sistem S je protivrecan (nema resenja) akko r(A) # r(Ap)

Ukoliko je slu¢aj 1) a matrica A je kvadratna reSenje trazimo primenom Kramerovih formula na sledeéi nacin: ako je A=det A i

ako sa Ai = det Ai oznacimo determinantu matrice A;, koja se od matrice A razlikuje po tome $to su elementi i-te kolone
4, 4
Xp = E Xy =

L. . . . L . A
zamenjeni elementima b1,bz,...,bn, re$enja nalazimo iz kramerovih formula: x; = = "

A

Definicija 11: (homogen sistem)

Sistem S je homogen ukoliko je b1 =bz = ...= bm=0
Teorema 6:

Ukoliko je sistem S homogen, tada vazi:
1) Sistem S je saglasan i ima jedinstveno resenje (x,y,z) = (0,0,0) ako je rang A = n.

2) Sistem S je saglasan i ima beskona¢no mnogo resenja ako je rang A < n.




17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(septembar 2020 - usmeni)

Naci sve matrice koje su komutativne sa matricom A = (é %)

(oktobar 2020-usmeni, januar 2014-usmeni)

21 2 -1
Y . . 3 01 0
IzraCunati vrednost determinante: 01 1 4/
5 2 4 3

(septembar 2016-usmeni, januar 2011-usmeni, septembar 2010-usmeni)

1
Naci inverznu matricu matrice: A = ( 0
0

SR, N

3
2)
1

1 2 1
Naci inverznu matricu matrice: A = <O 1 2).
0 2 3

(oktobar 2 2021-usmeni)

(februar 2023, januar 2019, januar 2013-usmeni, februar 2011, oktobar 2010)

2 1 0
Resiti matri¢nu jednacinu: AX=X + A, gdeje A = ( 0 2 1) .
-1 -1 2
(april 2023, jul 2020, januar 2019)

-2 1 0
Resiti matri¢nu jednacinu: XA =X+ A, gdeje A = ( 0 -2 1 ) .
-1 -1 -2

(septembar 2014)

1 3 0 28
Resiti matri¢nu jednac¢inu:XA = AB,akojeA=|0 2 1 |]iB=|-9
1 0 -1

(jul 2014, jun 2011, jun 2010-usmeni)

2 1 -1 -1
Resiti matri¢nu jednacinu AX=B ako je: A = (3 0 —1) iB= (—3
0 -2 1 1

(jul 2014, januar 2014, januar 2011, januar 2010)

-1

4 3 5
Resiti matri¢nu jednacinu XA=B, ako je: A = ( 1 1 2 ) iB= (11

-1 0 -1
(februar 2022)

3 2 2 13
Resiti matri¢nu jednac¢inu AX=Bakoje:A={2 1 2])iB=|9 |.

6 3 3 25
(januar 2022)

2)io=|

3 2 2
Resiti matri¢nu jednacinu AX=B ako je: A = (2 1 1) iB=(13 9 25).
6 3 3
(jun 2013)
1 -3
Resiti matri¢nu jednacinu: XM = 3XB' + 6B, priemuje:M =|1 9
4 1
(transponovanu matricu matrice B ozna¢avamo sa B’).
(septembar 2015)

Resiti matri¢nu jednadinu: 12(X — 3E)™! = AM, ako je:
1 2 -1 2 0 0 1 0 0
A=<0 -3 1>,M=<1 -1 3)iE=<O 1 0).
-1 2 -1 5 1 0 0 01

(oktobar 2024, januar 2024, januar 2015)
Resiti matri¢nu jednacinu: K + 3X = XAB, pri cemu je:

1 -1
B o (100
A—<§ _()3),B—A i K =21 (0 . 1).

-1



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

(oktobar 2021, septembar 2018-usmeni, septembar 2013)
1 a 1 1

Odrediti rang matrice: % _—18 _Oa 0 u zavisnosti od parametra a.
-2 16 0 0

(januar 2013-usmeni, januar 2012-usmeni, januar 2011, januar 2010, januar 2009-usmeni)

3 21 2
Odrediti broj linearno nezavisnih kolona(vrsta) matrice A = (—1 2 2 1) .
4 8 6 6

(januar 2016)

o

32 12 3 1 4
Odrediti broj linearno nezavisnih kolona matrice A = | —4 1 -1 1 2 3.
8 0 2 -2 2 4 6

(januar 2016)

N

32 1 2 3 1 4
Odrediti broj linearno nezavisnih kolona matrice A = | —1 21 4 3 7 |
4 8 6 6 14 8 22

(jul 2021, jul 2019, oktobar-2 2018-usmeni, januar 2017, oktobar-2 2016-usmeni, januar 2015-usmeni, jun 2014-usmeni,
oktobar-2 2014-usmeni, oktobar-2 2013-usmeni, februar 2013, oktobar 2011-usmeni, februar 2011, oktobar-2 2010-
usmeni, januar 2010, oktobar-2 2009-usmeni)

Odrediti bar 2 bazisna minora sistema jednacina:

x+2y-z2=8

-2x -4y +2z=-16

-X+2y-z=-8

(februar 2019)

Resiti sistem linearnih jednacina:
6x-3y+2z=1

x+y+z=1

6x+3y+2z=3

(januar 2023 - 5 poena, februar 2019)
Resiti sistem linearnih jednacina:

2x+3y+6z=3
x+y+z=1
2x-3y+6z=1

(oktobar 2023, oktobar 2 2022, februar 2019)
Resiti sistem linearnih jednacina:

2x+6y+3z=3
x+y+z=1
2x-6y+3z=1

(jul 2022 - 5 poena, februar 2019)
Resiti sistem linearnih jednacina:

3x+2y+6z2=3
x+y+z=1
3x-2y+6z=1

(septembar 2022 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih jednacina:

6x+3y+2z=3
x+y+z=1
6x-3y+2z=1

(oktobar 2 2024 - 5 poena, oktobar 2 2023 - 5 poena, jun 2023 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih jednacina:

2x+y+3z=1

X+y+2z=3

10



42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

3x+2y+6z=1

(januar 2020)

Resiti sistem linearnih jednacina:
14x+7y+72=8

x+y+z=1

14x+ 7y + 14z =12

(januar 2020)

Resiti sistem linearnih jednacina:
14x+7y+72=9

x+y+z=1

14x + 14y + 72 =12

(oktobar 2021, januar 2021)
Resiti sistem linearnih jednacina:
2x+7y+z=4

4x+7y+22=6
4x+14y+4z=9

(oktobar 2 2021)
Resiti sistem linearnih jednacina:

x+7y+2z=4

2x+7y+4z2=6

4x+14y+4z=9

(april 2021)

Resiti sistem linearnih jednacina:
X +2y+72=4

2x+4y+72=6

4x+4y+14z=9

(oktobar 2022 - 5 poena, april 2022 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih jednacina:

7X +2y+z=4

7x+4y +22=6

14x+4y+4z=9

(oktobar 2024 - 5 poena, januar 2024 - 5 poena, februar 2023 - 5 poena)

Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
3x +2y+6z=2

X+ y+2z=3

2x+y+3z=1

(jul 2023 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:

2X +y+3z=2
X+y+2z=3
3x+2y+6z=1

(jul 2024, februar 2023 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:

2x +y+3z=2
X+y+2z=3
3x+2y+6z2=2

(januar 2024 - 5 poena, april 2023 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:

X +y+ 2z=4
2x+y+ 3z=1
3x+2y+6z=1

(septembar 2023 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:

11



53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

X +y+ 2z=3
2x+y+ 3z=1
3x+2y+6z=1

(januar 2024 - 5 poena)
Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:

X +y+ 2z=6
2x+y+ 3z=1
3x+2y+6z=1

(januar 2024 - 5 poena)

Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
3x +2y+ 5z=12

X+y+ 2z=5

4x+3y+z=5

(septembar 2024 - 5 poena)

Resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
3x +2y+ 5z=22

X+y+ 22=9

4x+3y+z=13

(januar 2022)

Resiti sistem linearnih jednacina, dat u matri¢cnom obliku XA = B, gdeje A = (

(januar 2022)

Resiti sistem linearnih jednacina:
X +2y+3z=13a

X+ y+2z=9

2x+3y+6z=25

(januar 2018)
Diskutovati reSenja sistema linearnih jednacina:
Xx- y-2z=0

3x+2y-2z =0
4x + y-3z =0
2x + 3y+az = 0

(oktobar 2 2022, februar 2015)

Diskutovati reSenja sistema linearnih jednacina:
kx+5y+13z=0

-x+ 7y+ 5z2=0

2x+6y+(k+6)z=0

u zavisnosti od realnog parametra k.

2

), B=(13 9 25)

(oktobar 2019)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
2x-3y+2z=0

x+ y+ z=0

ax-2y+3z=0

u zavisnosti od realnog parametra a.

(jul 2023)

Diskutovati reSenja sistema linearnih jednacina:
ax+ (a-3)y+z=0

x+ ay- z= 0

ax-4y+az=0

(januar 2014)

Diskutovati resenja sistema linearnih jednacina:
kx + 5y +13z=0

-x+ 7y+ 5z2=0

2x+ 6y + (k+6)z=2

12



63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

u zavisnosti od realnog parametra k.

(februar 2023, septembar 2022, januar 2019, februar 2012)
Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:

2x+y =0

x+y+2z =1

ax + 2ay + 2z =1.

(januar 2018)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
ax+y+ z =1

X+ay+z =0

x+ y+az =0.

(februar 2015, oktobar 2014, januar 2011, januar 2010)

Diskutovati reSenja sistema linearnih jednacina:

X+ 2y -az=1
ax + 2y —z=2
X +z=3

(februar 2022, septembar 2009)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
3x-2y+3z=2

ax+ (a-7)y+z=8

2x+y-z=3.

(februar 2016-usmeni, januar 2014)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
2x-2y+3z=2

ax+ (a-4)y+z=4

3x+2y-z=1.

(februar 2013, februar 2011-usmeni)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
2x-2y+3z=2

(a+3)x+ (a-3)y+z=4

3x+2y-z=1.

(januar 2024)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
ax + 2y + 5z =22

X+y+2z=9

4x+ay+z=13.

(januar 2013, januar 2009)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
2x-y+3az=4

3x-2y+2az=3a

7x - 4y + 8az = 11.

(oktobar 2 2023, januar 2013, januar 2009)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
2ax-y+3z=4

3ax - 2y + 2z =3a

7ax - 4y + 8z =11.

(januar 2023, januar 2014, septembar 2013, septembar 2009)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
ax+y+z=1

x+ay+z=a

x+y+az=a? .

(septembar 2016)
Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
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74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

ax +ay +(a+1l) z=a
ax +ay - (a-1)z =a
(2a+1)x +2ay + (3a+2)z =a+1 .

(oktobar 2022)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
ax+ay +(a+1l)z=a

ax +ay + (a-1)z =a

(2a+1)x +2ay + (3a+2)z =a+1 .

(januar 2013)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
2x -y + 3z =1

3x -2y + 3z =1

7x - 4y + a?z = a.

(april 2022, februar 2018)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
5x + (4a-4)y + (8-a)z = 11

X o+ y + z =2

2x + (3a-3)y + (5-a)z 5.

(januar 2019, septembar 2018, februar 2018)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
4x + (a+3)y + 4z = 14

-2x + (7-3a)y + (a-6)z = -7

2x + 3y + 2z = 7.

(jul 2021-usmeni, novembar 2020 - usmeni, oktobar-2 2020-usmeni, januar 2019-usmeni, oktobar-2 2016-usmeni, jun
2014, januar 2014-usmeni, oktobar-2 2013 - usmeni, januar 2012-usmeni, oktobar-2 2011-usmeni, januar 2011, oktobar-
2 2010-usmeni)

Odrediti parametar a tako da sistem ima resenje:
2x-y+z+u=1

X+2y-z+4u=2

X+7y-4z+1lu=a.

(januar 2024, oktobar 2023, septembar 2023, januar 2016)
Diskutovati reSenja sistema linearnih jednacina:
ax-3y+2z=1

-x+3y-(a+1)z=2

x- 3y+ 2z =a

(septembar 2024)

Zavisno od vrednsti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
3x+ay +5z=12

X +y +az =5

4x+3y+z =5

(oktobar 2 2024, jul 2024, jun 2023, jul 2022, oktobar 2020, januar 2019, jul 2013)
Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih jednacina:
3x-2y+2z=4

2x-y-z=2

x+ay+3z=-2a

2x-2y+6z=4.

(februar 2014)

Zavisno od vrednosti realnog parametra a diskutovati i resiti sistem linearnih jednacina:
2x+y-z+u=2

ax+3y-2z+3u=a

x+y+2z+u=1

3x+2y+z+2u=a-4.

(septembar 2014, januar 2012)
Ako je abc # 0, zavisno od ostalih vrednosti parametara a,b i c diskutovati i resiti sistem linearnih algebarskih jednacina:
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84.

85.

86.

87.

88.

ay+bx=c
cx+az=b
bz +cy=a.

(jun 2019, oktobar 2018, septembar 2017, oktobar 2015)

Zavisno od vrednosti realnih parametara a i b diskutovati i resiti sistem jednacina:
x-2y+3z =1

2x + (a+2)y -2z =-2

x+ (a-4)y +(a+12)z =b.

(februar 2018, septembar 2017, januar 2015)
Diskutovati resenja sistema linearnih jednacina:
x+3y-4z=0

2x+ (p+7)y-6z=1

X+ (p-2)y + (p-1)z=q+3

(januar 2024, jun 2016, oktobar 2015)

Zavisno od vrednosti realnih parametara a i b diskutovati i resiti sistem jednacina:
-2x+ 22y +3z-6u=6

x+5y+z-2u=3

6x -2y +az-2u = b+2.

(januar 2017, oktobar 2016)

Zavisno od vrednosti realnih parametara a i b diskutovati i resiti sistem jednacina:
x-4y+11z+2u=3

2x+y+3z+u=>b-4

3x-3y+14z+ (a+1)u=8.

(januar 2015)

Zavisno od vrednosti realnih parametara a i b resiti sistem linearnih jednacina:
X-2y+7z+3u=0

-2x + (a+2)y - 12z + (a-6)u =3

5x-(a+8)y +(b+33)z +(16-a)u =2.
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3. DEO
NIZOVI | REDOVI

U tre¢em delu upoznacete se sa nizovima i redovima.

Najpre su dati zadaci vezani za nizove, a zatim zadaci u kojima se ispituje konvergencija redova i to grupisani po kriterijumima
tako da najpre dolaze zadaci u kojima se primenjuje Opsti Kosijev kriterijum konvergencije, zatim kriterijum za redove sa
pozitivnim ¢lanovima, pa Kosijev kriterijum konvergencije i na kraju Dalamberov kriterijum konvergencije

Teorijska pitanja na usmenom:

Konvergencija redova sa pozitivnim ¢lanovima

Granic¢na vrednost niza

Broj e

Lema o dva policajca u teoriji nizova i u teoriji realnih funkcija jednog argumenta
Opsti Kosijev kriterijum konvergencije redova

Kosijev i Dalamberov kriterijum konvergencije redova

Osobine nizova (monotonost, ogranicenost, Bolcano-Vajerstrasova teorema)
Uredeno polje realnih brojeva

Aritmeticke osobine konvergentnih nizova

WRON U W

Definicija 1: (monotonost niza)

Niz {a, } je monotono rastuéi ako vazi: (vn € N)a, ., — a,, > 0, a monotono opadajuéi ako vazi: (vn € N)a,+; — a, < 0.

Definicija 2: (ograni¢enost niza)

Niz {a, } je ograni¢en ako vaZi: (vn € N)(3a € R)|a,| < a.

Teorema 1: (konvergencija niza)

Ogranicen i monoton niz je konvergentan.

Teorema 2:
Ukoliko je niz konvergentan ima tacno jednu tacku nagomilavanja.

Definicija 3: (definicija reda)

Neka je dat beskonacan niz {un} realnih brojeva, tada se izraz

U+ U+t u, o =00 Uy,

naziva beskonac¢nim brojnim redom, gde su u1,uz,us,... €lanovi toga reda, a unnjegov opsti ¢lan. Svi ¢lanovi reda mogu se dobiti
iz njegovog opSteg ¢lana un tako Sto indeksu n dajemo redom vrednosti 1,2,... Indeks n ne mora teéi od n = 1 ve¢ od bilo kog
broja n = no.

Definicija 4: (konvergentni redovi)

Ako od ¢lanova reda ui + uz + uz + ... formiramo niz s1,2,3,...gde je
S1=u1
S2=u1 +uz

Sh=UuU1+UuUz+ ..+ Un

tada se niz {sn} naziva nizom delimi¢nih suma reda ;- u,,. Za brojni red Yo, u, kaZe se da je konvergentan, ako njegov niz
delimi¢nih suma {sn} teZi kona¢noj grani¢noj vrednosti S, tj. ako postoji lims,, = S i S se naziva zbirom (sumom) tog reda. Ako
n—-oo
pak ne postoji lims,, tada se kaZe da red divergira.
n—-oo
Ako niz delimi¢nih suma {sn} reda Y5, u,, monotono raste i ako je ograni¢en tada red konvergira.
Da bired Y., ; u,konvergirao potrebno je da opsti ¢lan un— 0, kada
n —oc. Medutim, ovo nije i dovoljan uslov.
Ako opsti ¢lan reda Y;3_; u,ne tezi nuli kada n —oc, tada red divergira.

Teorema 3: (opsti KoSijev kriterijum konvergencije)

Da bired X.;7-; u, bio konvergentan potrebno je i dovoljno da svakom
&> 0 (te prema tome i proizvoljno malom &> 0 ) odgovara ceo pozitivan broj N(¢), takav da je |Sn+p-Sn| = |Un+1 + Un+2 + ... + Un+p
<g za svako n > N(&) i svaki prirodan broj p.
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Teorema 4: (redovi sa pozitivnim ¢lanovima)

Redovi sa pozitivnim ¢lanovima su redovi ¢iji su svi ¢lanovi pozitivni, tj. un> 0, za svako n.
1) Red sa pozitivnim ¢lanovima bi¢e konvergentan, ako je njegov niz delimi¢nih suma {sn} ogranicen za svako n, odnosno ako je
sn< M za svako n (M je pozitivan konacan broj).
2) Ako ¢lanovi redova Yo Upi Yime1 VnpoCev od izvesnog ranga n zadovoljavaju uslov, un< vn. Tada iz:
a) konvergencije reda Y.5_; v, sledi konvergencija reda Y- Uy,.
b) divregencije rede Y., u,sledi divergencija reda Y.;—; vy,.
3) Ako ¢lanovi reda Y-, u,i Xm—; VpzadovoL]avaju relaciju: #—H}o Z—: = k(k # 0,k # +0), tada su oba reda konvergentna ili oba

reda divergentna.

Teorema 5: (KoSijev kriterijum konvergencije)

Ako je dat red sa pozitivnim ¢lanovima ), u,i ako za n —oc postoji rlli_t?o”, /u, =k, tada za k < 1 dati red je konvergentan, a za

k > 1 je divergentan. Za k = 1 pitanje konvergencije pomoc¢u ovog kriterijuma se ne moZze utvrditi.

Teorema 6: (Dalamberov kriterijum konvergencije)
Un+1

Ako je dat red sa pozitivnim ¢lanovima Y,»—; u,,i ako za n —oc postoji lim = k,tada za k < 1 dati red je konvergentan, a za k
n—oo n

> 1 je divergentan. Za k = 1 pitanje konvergencije pomo¢u ovog kriterijuma se ne moZe utvrditi.

89. (oktobar 2016)
Ispitati monotonost i ograni¢enost niza {a,} ¢iji je opsti ¢lan definisan kao:
1 1
n =735 + 814 Fo. (6n—4)(6n+2)"
90. (januar 2013-usmeni)
Izraunati: lirg\/ﬁ(\/n +1-+n).
n—
91. (januar 2016-usmeni)
Izracunati: lim (1 + iz + 13 + -t in)
n-oo \2 2 2 2
92. (januar 2016-usmeni, januar 2013-usmeni, januar 2012-usmeni)
v P n+1)2n+1
Izracunati: lim (—) .
n-oo \n+2
93. (februar 2018, januar 2016, februar 2015-usmeni, oktobar 2014, oktobar-2 2013-usmeni, decembar 2011-apsolventski,
januar 2011, januar 2011-usmeni, septembar 2010, januar 2010, januar 2009)
Koristec¢i Lemu o 2 policajca ispitati konvergenciju niza:
__n n 4 n
An =2y T nzee T T e
(Tekst moZe da glasi i “Odrediti grani¢nu vrednost niza”, sto mu dode na isto)
94. (jul 2016)
Odrediti grani¢nu vrednost niza a,, n = 2, ukoliko ista postoji, Ciji je opsti ¢lan definisan kao:
1 1 1
T Vnf—n + Vn*2n+1 toet n*3n’

an

95. (septembar 2017, oktobar 2014, februar 2014, januar 2014, oktobar-2 2013, januar 2011, oktobar-2 2010, septembar
2010, jun 2009-usmeni, januar 2009)

Koriste¢i Bolcano-Vajerstrasovu teoremu dokazati da niz {en}, definisan sa
1
e =2,ep41 =6€p+ 2;5113?(11 EN)
ima ta¢no jednu ta¢ku nagomilavanja.
96. (jul 2018, januar 2014, septembar 2011, septembar 2010)

Dokazati da niz {gn}, definisan sa
91=19n+1=9n +Zin(n €N)
ima ta¢no jednu ta¢ku nagomilavanja.
97. (februar 2015-usmeni, februar 2015, januar 2014, jun 2010-usmeni, septembar 2009, januar 2009-usmeni)
Ispitati konvergenciju harmonijskog i hiperharmonijskog reda.
98. (januar 2018, februar 2016-usmeni, februar 2015, jul 2014-usmeni, februar 2013, januar 2012, oktobar-2 2011, januar
2010)

Ispitati konvergenciju redova:
1

o o 1 1
a) Xn=1 n b) Zn=1ﬁ ) =1 w3
99. (januar 2018, januar 2015, jul 2014, jun 2010)
Ispitati konvergenciju redova:
w 1 o) 1 1
a) Xn=1 n b) X1 wz ) Xr=1 N
100. (januar 2013-usmeni, septembar 2009-usmeni)
7"n!
nn’

Ispitati konvergenciju reda: Y-,
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101. (januar 2018, januar 2015, jul 2014, februar 2012, jun 2010)
[spitati konvergenciju reda: Z;’f=12n—:!.
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4. DEO
NEPREKIDNOST I
DIFERENCIJABILNOST FUNKCIJE

U Cetvrtom delu upoznacdete se sa zadacima u kojima se ispituje neprekidnost i diferencijabilnost funkcije.

Ispitni zadaci su grupisani po teZini od laksih ka tezim.

Teorijska pitanja na usmenom:

1. Neprekidnost i diferencijabilnost realne funkcije jednog argumenta
2. Diferencijabilnost realne funkcije jednog argumenta
3. Neprekidne funkcije (definicija i osnovne osobine)

Definicija 1: (neprekidnost funkcije)
Za funkciju y = f(x) kaZe se da je neprekidna u tacki xo ako je ispunjen uslov: lim f(x) = f(x).
XX

Iz ove definicije sledi:
a) da funkcija y = f(x) postoji u tacki x = Xo, tj. da je ta funkcija definisana u tacki x = xo,
b) da postoji granicna vrednost funkcije y = f(x), kada x — xo, tj postoji lim f(x).

XX

¢) daje ta grani¢na vrednost jednaka vrednosti funkcije u tacki
x = Xo, tj. daje lim f(x) = f(xq)-
X—Xg

Ovoj definiciji ekvivalentni su iskazi:

1) Za proizvoLJan broj &> 0 postoji broj 8> 0, takav da vazi implikacija: (V x) (|x - xo| <6= |f(x) - f(x0)| <&), ili
1”) Vazi implikacija: h - 0 =A yo = f(xo0 + h) - f(x0) — 0, tj. prirastaj funkcije y = f(x) u tacki xo, tezi nuli

(A yo— 0) kada prirastaj argumenta tezi nuli (h — 0).

Za funkciju y = f(x) kaZe se da je u tacki x = xo neprekidna sa leva ako je xl_i)r;l_f(x) = f(x(), a neprekidna sa desna, ako je
limf ) = f(x0). °

Potreban i dovoljan uslov da funkcija y = f(x) u tacki x = xo bude neprekidna je da je u toj tacki neprekidna sa leva i desna.
Za funkciju y = f(x) kaZe se da je neprekidna u intervalu (a,b) ako je neprekidna u svakoj tacki tog intervala.

Za funkciju y = f(x) kaZe se da je neprekidna na segmentu [a,b] ako je neprekidna u intervalu (a,b) a na krajevima intervala u
tacki a neprekidna je sa desna, a u tacki b sa leva.

Definicija 2: (definicija izvoda. Diferencijabilnost)

Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini tacke x i h realan broj razli¢it od nule takav da je x + h tacka posmatrane okoline od
lim f(x+h) f(x) 1)

h—>0
ako ista postoji, ozna¢avamo sa f'(x) ili——

x. Tada grani¢na vrednost

f( ) i nazivamo (prvim) izvodom funkcije f u tacki x. Ako je f'(x) kona¢na vrednost,

onda kazemo i da je funkcija fd1ferenc1]ab11na u tacki x. Potreban i dovoLJan uslov da grani¢na vrednost (1) postoji je da
fe+D-fx) 4B —f(x)
i lim
A-0~
koje redom oznacavamo sa f'+(x) i f- (X) i nazwamo desnim i levim 1zvodom funkcije f u tacki x i da je f+(x) = f-(x).
Funkcija je diferencijabilna na nekom skupu ako je diferencijabilna u svakoj tacki tog skupa. Postupak kojim funkciji
pridruzujemo njen izvod nazivamo diferenciranjem.

postoje sledece dve grani¢ne vrednosti le

y

102.(septembar 2018-usmeni, jun 2015)
Ispitati neprekidnost i diferencijabilnost funkcije:

fx) =+x, x=0.

103.(januar 2013-usmeni)
Ispitati neprekidnost i diferencijabilnost funkcije:

f(x) =+ (x—3)2 utatkix=3.
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104. (oktobar 2 2021-usmeni, januar 2017, januar 2009)
Ispitati neprekidnost i diferencijabilnost funkcije:
f(x) = |sin(x) |, utakix=m.

105. (jun 2014, januar 2013, septembar 2012, februar 2012, februar 2011, oktobar 2009)
Ispitati neprekidnost i diferencijabilnost funkije:
f(x) = |sin(x) |, utatkama x = krm, k € Z.

106.(februar 2014, februar 2011-usmeni)

s i , y B x?, x| <1
[spitati diferencijabilnost sledece funkcije:f(x) = 2x —sgn(x), |l >1°
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5. DEO
LIMESI | 1ZVODI

U petom delu upoznacete se sa limesima i izvodima.

Limesi i izvodi nalaze primenu u vecini oblasti ove zbirke kao $to su: Redovi, Neprekidnost i Diferencijabilnost, Osnovne
teoreme diferencijalnog racuna, Grafik funkcije, Ekstremne vrednosti i Nesvojstveni integrali.

Najpre su dati ispitni zadaci iz limesa, a zatim ispitni zadaci iz izvoda.

Teorijska pitanja na usmenom:

Diferencijal realne funkcije jednog argumenta (definicija i osnovne osobine)
Lopitalova teorema

Geometrijska interpretacija prvog izvoda

Izvod sloZene funkcije

Tejlorova i Maklorenova formula za realne funkcije jednog argumenta
Osnovna tvrdenja o grani¢noj vrednosti realne funkcije jednog argumenta
Granicna vrednost funkcije (definicija i osnovne osobine)

N Uk wWN =

Neka je data funkcija y = f(x) i neka je a tacka nagomilavanja njene oblasti definisanosti D. Za broj A kaZe se da je grani¢na
vrednost funkcije y=f(x) u tacki x = a, ako za proizvoljan broj £> 0 postoji
6> 0, takav da je |f(x) - A| <e kad god je |x - a| <d. Ovo se simbolicki pisSe limf (x) = A.
x—a
Za broj A kaze se da je granicna vrednost funkcije y = f(x) definisane na neogranicenom intervalu, kada |x| —, ako za
proizvoljan broj e> 0 postoji broj M > 0, takav da je |f(x) - A| <e za svako |x| > M, $to piSemo |llim f(x)=A.
X|—00

Ako funkcije f(x) i g(x) imaju grani¢ne vrednosti kada x — a (a moZe biti i +oc) tada za grani¢ne vrednosti vaze sledeci zakoni:
1) lim(f(x) £ g(x)) = limf (x) + limg(x)

x—-a xX—=>a x—=a
2) lim(f(x)g(x)) = Limf (x)limg(x)

x-a x—a x—-a )

£(x) limf (x)

9() ~ limg) #7aI® # 0

im
x—a

Teorema 1: (neki specijalni limesi)

U zadacima se mogu koristiti sledeéi poznati rezultati:
sinx

lim

1 1
=1,lim(1+-)* = lim(1+x)x=¢,lim
x—0 X—00 X x-0 x—0

Definicija 2: (beskonacno male i beskonacno velike veli¢ine)

Za funkciju y = f(x) kaZe se da je beskona¢no mala u tackix=a
(a moze biti i <), ako je limf(x) = 0, a beskonacno velika ako je limf(x) = oo.
x—-a xX—=a

Neka su a(x) i B(x) kada x — a (x ») beskonacno male i neka je lim% = k. Tada su:
x—a

1) zak # 0 i k #oo0(x) i B(x) beskonacno male istog reda,

2) zak =0 o(x) je beskonacno mala viSeg reda,

3) za k = of(x) je beskonacno mala viSeg reda.

Neka su a(x) i B(x) kada x — a (x —) beskonacno velike i neka je ;lcl—?; % = k. Tada su:
1) za k# 01 k =00 (x) i B(x) beskonacno velike istog reda,

2) za k = 0 B(x) je beskonacno velika viSeg reda,

3) za k = 0a.(x) je beskonacno velika viSeg reda.

Definicija 3: (prirastaj funkcije)

Neka je funkcija y = f(x) definisana u intervalu (a,b) i neka su xo i x1 dve tacke tog intervala. Prirastaj funkcije y = f(x) u tacki
(x0,f(x0)) oznacava se sa A yo i jednak je: A yo = f(x1) - f(x0), ili
Ayo = f(xo0 + A x0) - f(x0), gde je A xo = X1 — Xo prirastaj argumenta u tacki xo. Umesto oznake A xo u upotrebi je Cesto i oznaka h,
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pa je prirastaj: A yo = f(xo + h) - f(xo). Ako tacka xo nije fiksirana, onda
Ay = f(x + h) - f(x) predstavlja prirastaj funkcije u proizvoljnoj tacki.

Tablica izvoda elementarnih funkcija

(const)’ = 0(cosx)' = —sinx
nY = nx™1(tgx)’ =
(")’ = X" (eg) = ——
) =a*l tgx)' = —
(a®)' =a*lna(ctgx) iy
e*)' = e*(arcsinx)’' =
) 1( ) =
Inx)"=—(arccosx)' = —
(=5 arecos ) =~ ==
7 1 7
(Vx) =m(arctgx) =172
1
(sinx)’ = cos x (arcctgx)’ = “1r a2

Neka su uiv funkcije a a,b i c konstante. Tada vazi:

D(cw) = cu’
D xv) =u v
3)(au + bv)’ = au’ + bv’
) (uwv) =uv+vu

u u'v—vu
5) (;) = v2

Definicija 4: (izvod sloZene funkcije)

Ako funkcija g ima izvod u tac¢ki x i funkcija f u tacki g(x), onda funkcija h = g o f tako|e ima izvod u tacki x i
h(x) = (fog)(x) = f(g(x)g'(x)
Definicija 5: (izvod funkcije zadate parametarski)
Ako su y i x zadati u funkciji parametra t relacijama
d;

y
- iy = o 9D
y=o() ix=y(t), tada je yy i = 47y

Definicija 6: (izvod inverzne funkcije)
Ako funkcija f ima inverznu funkciju g i u tacki x konacan i razli¢it od nule izvod, onda funkcija g ima izvod u tackiy = f(x) i

' _ 1
9'0) =75y

Definicija 7: (izvod funkcije date u implicitnom obliku

Ako je funkcija data u implicitnom obliku formulom F(x,y) = 0 i ako F'y(x,y) # 0, onda je y, = —%.
es

Definicija 8: (diferencijal funkcije)

AKko je prirastaj A y funkcije y = f(x) za prirastaj argumenta A x moguce izraziti kao A y = a(x)Ax + f(Ax)Ax gde B(Ax) — 0, Ax —>
0, onda diferencijalom te funkcije nazivamo izraz dy = a(x)dx. Potreban i dovoL]an uslov za postojanje diferencijala je
diferencijabilnost funkcije. U tom slucaju je dy = f'(x)dx. Tako, u slucaju kada je f diferencijabilna funkcija u tacki x, mozemo
koristiti i slede¢u aproksimativnu formulu:

f(x + Ax) - f(x) = f(x) Ax tj. f(x + Ax) = f(x) + f'(x) Ax.

Definicija 9: (geometrijska interpretacija izvoda)
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=

Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki xo, onda ¢e koeficijent pravca tangente t krive y = f(x) u tacki M(xo,f(x0)) (vidi sliku)
biti tg o = f(x0), a jednacina same tangente glasi y - yo = f'(Xo0) (x - Xo), gde je yo = f(xo0). Jednac¢ina normale n te krive u tacki
M (x0,f(x0)) jex - xo = -f (x0) (¥ - yo)-

Definicija 10: (izvodi i diferencijali viSeg reda. Lajbnicova formula)

Sledece rekurentne veze definiSu izvode i diferencijale viseg reda:
yO =y doy =y
yrD) = (ymY' (n > 0) driy =d(dry)  (n=0)

Za funkciju f kaZemo da je n-puta diferencijabilna (u tacki x) ako postoji konacan k-ti izvod f(d(x) za svaki k, 0 <k <n.Akosuui

v
n-puta diferencijabilne funkcije i a,b i c konstante. Onda vazi:
D (cw)™® = cu™
D+ v)™® =y 4™
3)(au + bv)™ = qu™ + bv™
H(ur)® =¥, ( )u(n MG}
Poslednja od navedenih formula je tzv. Lajbnicova formula.

Teorema 2: (Tejlorova i Maklorenova teorema)

Neka je funkcija f n-puta diferencijabilna na segmentu [a,b] i f{ diferencijabilna na intervalu (a,b). Tada (Vx € [a, b])(36 €
® .

O () = Zeo T2 (x = ) 4 Ry (v, 0))igdle e Ry (x,6) = S-2m D (a + 6(x — ).

Izraz Rn+1(x%,0) je tzv. ostatak u razvoju funkcije f po Tejlorovoj formuli i oblik u kome je dat potice od Lagranza.

AKko je Pm(x) polinom m-tog stepena, onda odgovarajuéa Tejlorova formula ima oblik:

( ) "( )
Pu() = Bu@) + 7 (= ) + D (a2 4
(m)
+P (a) (x —a)™ jerje P(k)(x) =0zak >m.
- _wn JillO) i £+ (9x) n+1 )
Pod uslov1ma navedene teoreme, za a = 0, dobijamo Maklorenovu formulu: f(x) = Xizo=— =" + oy XA neki 0e
(0.1).

Teorema 3: (Lopitalova teorema)

Neka su fi g funkcije takve da:
1) fi g su diferencijabilne u nekoj okolini tac¢ke a osim eventualno, u samoj tacki a
2)limf(x) = limg(x) =0 ili limf(x) =limg(x) = o
X—-a x—-a

f ( )

)
4)g'(x) = 0 u posmatranoj okolini tacke a za x #a.

freo . f& _ . f1(0)

Tada postoji le Lo i iljg o0 = HmS
Dakle, Lopltalova teorema nam pruza moguénost da, pod datim uslovima, izra¢unavanje grani¢ne vrednosti neodredenih

3) postoji llm

. 0. o - - . . .
izraza oblika 51 5 zamenimo izracunavanjem granicne vrednosti nekog izraza drugog oblika.
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107. (januar 2023 - 5 poena, oktobar 2022 - 5 poena)
Nadi prvi izvod funcije y = In (tgx)

108. (oktobar 2 2022 - 5 poena)
Naéi prvi izvod funcije y = e3*".

109. (oktobar 2024 - 5 poena, januar 2024 - 5 poena, oktobar 2 2023 - 5 poena, februar 2023 - 5 poena)
Nadi prvi izvod funkcije f(x) = arccos (3x* + 1)

110. (jul 2024, februar 2023 - 5 poena)
Nadi prvi izvod funkcije f(x) = arcsin (3x* + 1)

111. (januar 2024 - 5 poena, septembar 2023 - 5 poena, april 2023 - 5 poena)
Nadi prvi izvod funkcije f(x) = arctg (3x* + 1)

112. (oktobar 2 2024 - 5 poena, septembar 2024 - 5 poena, jun 2023 - 5 poena)
Nadi prvi izvod funkcije f(x) = In(3x* + 1)

113. (januar 2024 - 5 poena)
Nadi prvi izvod funkcije f(x) = cos(3x* + 1)

114.(april 2022 - 5 poena, februar 2016-usmeni, januar 2014-usmeni)

Odrediti prvi izvod funkcije: |1+ V1 + YT+ x* .
115. (jul 2020-usmeni, januar 2010-usmeni)

. . . Sin3x 3
Dokazati da je: im——==.
x-0 2X 2

* Ovaj zadatak dolazi na usmenom kao zamena za pitanje grani¢na vrednost funkcije, tako da ovaj limes treba resiti
pomocu definicije za grani¢nu vrednost, a bez upotrebe Lopitalovog pravila.
116.(jul 2020-usmeni)

Odrediti realne vrednosti parametara a i b za koje vazi: lim (Vx? +3x —2 —ax + b) = 0.
X—00
117. (januar 2013-usmeni, januar 2012-usmeni, oktobar 2010-usmeni)
1
IzraCunati slede¢u grani¢nu vrednost: lirrol(l — x)x.
X—
118.(januar 2013-usmeni, januar 2012-usmeni)
1
Izracunati lim (E - arctgx)x.
x—00 \2

119.(septembar 2020 - usmeni)

Akoje x = %,y =t?—-3t+2,nadiy’ (%)
120. (jun 2014-usmeni, oktobar-2 2013 - usmeni, oktobar-2 2010-usmeni, jun 2006, februar 2006)

Koristeéi formulu za priblizno izrazavanje diferencijala funkcije preko njegovog prirastaja, izra¢unati pribliznu vrednost

za sin28°.

121. (januar 2019, jun 2018, februar 2017, februar 2016, septembar 2014, januar 2012, oktobar 2010, septembar 2010)
Koristeéi formulu za priblizno izrazavanje diferencijala funkcije preko njegovog prirastaja, izra¢unati pribliznu vrednost

za sin29°.

122.(januar 2019-usmeni, januar 2015-usmeni, oktobar-2 2011-usmeni, septembar 2009-usmeni)

G o T - - " . 1
Odrediti jednacine tangente krive linije y = u njenim prese¢nim tackama sa hiperbolom y = ey

x2+1
123.(januar 2015,jul 2014-usmeni, februar 2013, januar 2012, januar 2010)
Proveriti aproksimativnu formulu: in % =~ 2x + §x3.

124.(januar 2015, februar 2012, januar 2010, septembar 2009)
Koriste¢i Tejlorovu formulu razviti polinom P(x) = x* — x3 + x2 — 1 po stepenima binoma x — 2.

125.(januar 2021-usmeni, septembar 2016-usmeni, februar 2015-usmeni, januar 2014-usmeni, januar 2011-usmeni)
Funkciju y = arctg2x aproksimirati Maklorenovim polinomom treceg stepena.

126. (januar 2015)
Aproksimirati funkciju f(x) = cos3x Maklorenovim polinomom &etvrtog stepena.

127. (oktobar-2 2018, oktobar-2 2016, oktobar-2 2013)

Aproksimirati funkciju g(x) = cos (sinx) Maklorenovim polinomom stepena 4, a zatim izracunati:
. 24+2x3+5x*—24g(x

llm#g()

x-0 7x“+2x

128. (novembar 2020, oktobar-2 2016, oktobar-2,2014, oktobar-2 2013)
Aproksimirati funkciju g(x) = In (cosx + xsinx) Maklorenovim polinomom stepena 4, a zatim izracunati:
. 4g(x)—2x%+x3
lim——"——"——
x>0  3x3+5x*
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6. DEO
OSNOVNE TEOREME
DIFERENCIJALNOG RACUNA

U Sestom delu upoznacdete se sa osnovnim teoremama diferencijalnog rac¢una.

Zadaci su grupisani po teoremama, tako da najpre dolaze zadaci iz Rolove teoreme, pa iz LagranzZove teoreme i Bolcano-
Kosijeveteoreme.

Teorijska pitanja na usmenom:

1. Rolova teorema
2. Osnovne teoreme diferencijalnog racuna (Fermaova, Rolova, Lagranzova i Kosijeva)
3. Neprekidnost realne funkcije jednog argumenta na zatvorenom intervalu: Bolcano-KoSijeve i Vajerstrasove teoreme

Teorema 1: (Rolova teorema)

Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i diferencijabilna na intervalu (a,b) i f(a) = f(b), onda:
(3c< (ab)) F(E) = 0.

Teorema 2: (Lagranzova teorema)

Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i diferencijabilna na intervalu (a,b), onda:
(3¢ (ab)) f(b) - f(a) = (&) (b - a).

Teorema 3: (KoSijeva teorema)

Ako su funkcije fi g neprekidne na segmentu [a,b] i diferencijabilne na intervalu (a,b) i

, . fo)-f@ _ '@
(Vx € (ab)) g'(x) # 0, onda:(3¢ € (a, b))ig PRI,

Teorema 4: (Bolcano-KoSijeva teorema)

Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i ako je f(a)-f(b)<0 onda:(3¢ € (a,b))f(§) = 0.

129.(oktobar 2021, oktobar-2 2013-usmeni)
Pokazati da jednatina x> + 3x — 11 = 0 ima jedno i samo jedno realno resenje.

130.(januar 2016-usmeni)
Pokazati da jednacina x> + x3 + 5x = 0 ima samo jedan i to jednostruki realan koren.

131. (april 2021-usmeni, februar 2018, januar 2018, januar 2016, februar 2014, januar 2014, januar 2013, oktobar-2 2010-
usmeni, oktobar-2 2009, januar 2009)
Odrediti broj realnih korena jednacdine f'(x) = 0 i interval u kojem se ti koreni nalaze,
ukoliko je f(x) = x(x — D(x —3)(x + D(x +4).

132. (februar 2014, oktobar 2012, februar 2012, oktobar 2010)

Da li funkcija f(x) = vx — 1 zadovoljava uslove LagranZove teoreme na intervalu [2,6]?
Ukoliko zadovoljava, na¢i odgovarajucu vrednost za ¢ .

133. (oktobar-2 2013 - usmeni, januar 2013, oktobar-2 2011-usmeni, oktobar 2011, jun 2010)
Koriste¢i LagranZovu teoremu dokazati nejednacinu: |sina — sinb| < |a — b| .

134. (januar 2016, septembar 2012, septembar 2011, januar 2009)
Koriste¢i LagranZovu teoremu dokazati da za svaki x € [0, ) vaZi slede¢a nejednakost: In(x + 1) < x .

135.(januar 2012)

Koristec¢i nejednakost |sinx| < |x| < [tgx|, koja vaZi za svaki x € (—E

> ,g), i Lemu o 2 policajca, a bez primene Lopitalove

. v. 7. Sinx
teoreme dokazati da vazi: lim—— = 1.

x-0 X
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136. (februar 2014, oktobar-2 2013, januar 2011, oktobar-2 2010, jun 2010, oktobar-2 2009, januar 2009)
Koristeci Prvu Bolcano-Kosijevu teoremu dokazati da jednacina
x—=3lnx=0

ima bar jedno resenje na intervalu [1, e].
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7. DEO
GRAFIK FUNKCIJE

U sedmom delu dati su zadaci u kojima je potrebno nacrtati grafik funkcije. Ova oblast je i svojevrstan test vaSeg poznavanja
izvoda i limesa, bez kojih nijedan od slede¢ih zadataka nec¢e moc¢i da se uradi.

Funkcije su grupisane po tipovima, tako da najpre dolaze funkcije sa polinomima, pa sa razlomcima, korenima, eksponencijalne
i logaritamske funkcije.

Teorijska pitanja na usmenom:

1. Konveksnost realne funkcije jednog argumenta (definicija i osnovne osobine)
2. Asimptote realne funkcije jednog argumenta
3. Monotonost realne funkcije jednog argumenta (definicija i osnovne osobine)

Definicija 1: (rasSéenje i opadanje funkcije

Ako je funkcija y = f(x) neprekidna na segmentu [a,b] i diferencijabilna u intervalu (a,b) tada vaZi sledece:
1) Ako je f°(x) > 0 za svako x € (a,b) funkcija je rastuc¢a na [a,b].

2) Ako je f’(x) < 0 za svako X e (a,b) funkcija je opadajuca na [a,b].

3) Ako je f’(x) = 0 za svako X € (a,b) funkcija je konstantna na [a,b].

Definicija 2: (ekstremne vrednosti funkcije)

Neka je funkcija y = f(x) diferencijabilna u okolini ta¢ke x = Xoi neka je f*(xo0) = 0.
a) Funkcija u tacki x = Xo ima lokalni maksimum ako je

(Vx € (xo— &x0))f'(x) >0 i (Vx € (x0,% +&))f'(x) >0

Maksimum je y™ = f(xo).

b) Funkcija u tacki X = Xo ima lokalni minimum ako je

(Vx € (% — e,xo))f’(x) <0i (Vx € (xg,%0 + 5,))f’(x) >0

Minimum je y™" = f(xo).

Definicija 3: (konveksnost i konkavnost funkcije. Prevojne tacke funkcije)

1) Neka je funkcija y = f(X) neprekidna koja ima neprekidan izvod na [a,b] i neka postoji f”’(x) za svako
X € (a,b). Tada:
a) Ako je f“(x) > 0 za svako X € (a,b) grafik funkcije je konkavan.
b) Ako je f “(x) < 0 za svako X € (a,b) grafik funkcije je konveksan.

2) Neka je f “(x) neprekidna funkcija u okolini tacke X = Xo. Da bi neka tacka N(xo,f(Xo)) bila tacka prevoja funkcije potrebno je
da f “(x0) = 0. Ako pri tom f “(x) ima jedan znak u intervalu (Xo- €,Xo), a drugi u intervalu (Xo,Xo + €) tada je to i dovoljan
uslov za prevoj grafika funkcije.

Definicija 4: (asimptote)

Za pravu y = b kaZe se da je horizontalna asimptota krive y = f(x) ako je |llim f(x) =b.
x|—>00
Za pravu X = a kaZe se da je vertikalna asimptota krive y = f(x) ako je limf (x) = too.
x—a

Pravay = kx + n je kosa asimptota funkcije ako postoje sledece grani¢ne vrednosti: k = |llim %,n = |llim (f (x) — kx).
X|—00 X|—00

137. (april 2022, oktobar 2018, januar 2014, februar 2013, januar 2010)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = % .
138. (januar 2024, jul 2022)
2_ox—
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %_215

139. (januar 2014, januar 2013, septembar 2009)

2
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %
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140. (januar 2013)

[spitati tok i skicirati grafik funkcije:

fG) =

141. (januar 2013, jun 2010, oktobar 2009)

[spitati tok i skicirati grafik funkcije:

142. (januar 2024)
[spitati tok i skicirati grafik funkcije:

143. (januar 2013)
[spitati tok i skicirati grafik funkcije:

144. (jul 2024)
[spitati tok i skicirati grafik funkcije:

145. (januar 2024)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

146. (oktobar 2014)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

147. (jun 2018)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

148. (oktobar-2 2016)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

149. (oktobar-2 2016)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

150. (oktobar 2 2021, oktobar 2019)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

151. (januar 2021)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

152. (januar 2023)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

153. (januar 2014, februar 2013)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

154. (januar 2018)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

155. (septembar 2013, februar 2012)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

156. (januar 2018, februar 2016)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

157. (januar 2012)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije:

fG) =

fG) =

fG) =

fG) =

fG) =

fG) =

f) =

fG) =

fG) =

fG) =

fG) =

fG) =

f) =

fG) =

fG) =

f) =

f) =

x2+19x+34
x+1

x +7x+10
x+1
x2-7x+10
X +4x+4
X +12x+20
x2+2x+1
4x? +13x+10
+1

x2—x-2

x2+8x+7
x—2

x2+4x+4
x-1 '

x2+8x+7
x-1

x?—4x-5
x=7

x2—9x*4
x=7

x(x—-1)
x2+1

(x-1)?
x24+1

—2x24+x+4
(x-2)2

x2-3x+2
XZ

4(2 x)2 ’
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158. (januar 2018, februar 2016)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) =

xX—2
x-02

159. (januar 2019, februar 2016, septembar 2011, septembar 2010, jun 2010-usmeni, januar 2010)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = z(xxT)Z .
160. (januar 2018, februar 2016)
3
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = x22ﬁr1 .
161. (jul 2020, januar 2016)
5_
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = xx48

162. (januar 2020, jun 2013)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = 3x + Z - %

163. (septembar 2023)
2
[spitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = % - x: .
164. (april 2022, april 2017, januar 2010)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ,%

165. (januar 2015)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ’%

166. (jun 2013)
[spitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ,%

167. (februar 2015, jul 2014)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %

168. (januar 2015)
[spitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ’%

169. (septembar 2016)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %.
170. (jul 2014)

[spitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = x 2;__11 .
171. (septembar 2017, januar 2012)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = \/% .

172. (januar 2019, oktobar 2014, januar 2012, oktobar 2010, jun 2010, januar 2010)
x2

Vi+x?

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije: f(x) =

173. (oktobar 2016, januar 2016)
[spitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = —4xvV1 — x2.

174. (oktobar 2012)
Ispitati i konstruisati grafik funkcije: y = ¥3x — x3 .

30



175. (januar 2016)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

176. (januar 2016)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

177. (jul 2013, jun 2011)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije
178. (septembar 2022)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije
179. (jul 2016)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

180. (jun 2014)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

181. (jun 2016)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

Cflx) =3VYx+2x.

L fG) = Vx- Vi,
fO) =Vt

L f) =2
) = s

(f(x) =2x —4—+3x%+6x—24.

) =x+1—-vVx?—x.

182. (oktobar 2-2014, jun 2014, oktobar-2 2013)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

183. (oktobar-2 2014, oktobar-2 2013)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

(f(x) =2x —V3x?% 4+ 2x.

(f(x) =—2x —+V3x% + 6x.

184. (februar 2019, februar 2018, februar 2011, januar 2010)

Ispitati i konstruisati grafik funkcije

185. (januar 2020)

1y = (x? — 8)e*.

Ispitati i konstruisati grafik funkcije: y = (3 — x2)e™*.

186. (februar 2022, januar 2019, septembar 2012)

Ispitati i konstruisati grafik funkcije

187. (februar 2014)

Ispitati i konstruisati grafik funkcije

188. (jul 2023, januar 2011)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

2
y =xe ¥ .

x2

1y =xe z.

fx) = xei.

189. (februar 2018, septembar 2017, septembar 2011)
2
Ispitati i konstruisati grafik funkcije: y = (3x — 1)ex.

190. (oktobar 2013)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

191. (januar 2017, februar 2011)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

192. (februar 2014)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

193. (jul 2019, maj 2015)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

194. (januar 2015)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

F() = (x— 2)e .
ty = (x +3)ers .
Ly = (x — 1)ewr.
Ly = (x — x%)ert.

-1
Yy = (x?+x)ex
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195. (januar 2014)

2x
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = zi i
196. (januar 2015)
3x
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = 1i3x.

197. (februar 2022, februar 2019)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ——.

x2-3

198. (februar 2019, februar 2018, septembar 2009)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = x:?
199. (oktobar 2016)
- C e e . . .. 2x%4+x+1
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = —

200. (januar 2017, septembar 2013, januar 2012, oktobar 2010, jun 2010, jun 2009)

2
[spitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = xe:zz.
201. (januar 2019, jun 2009)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ol

202. (januar 2017, januar 2011)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ex —x.

203. (januar 2014)
Ispitati tok I skicirati grafik funkcije: f(x) = Ve ™ —e .

204. (oktobar 2023, septembar 2014, septembar 2012, februar 2012, oktobar-2 2011)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ei-2.

205. (oktobar 2 2024, jun 2023, jul 2021, oktobar-2 2020, oktobar-2 2018, januar 2012, oktobar-2 2010)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = e*~¢".

206. (novembar 2020, oktobar-2 2010, januar 2010, septembar 2009)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = e "¢ .

207. (jun 2019)

[spitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = Z:Z:
208. (oktobar 2013)
In?x+2inx

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) =

X

2009. (februar 2023, oktobar 2012, februar 2012, septembar 2010)

2_
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ’lcn (:’_C;r; .
% VI _ (x-2)?
Ponekad napisui f(x) = Yot

210. (februar 2021, januar 2010, januar 2009)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = mzx (;i1) .
211. (februar 2023, jul 2011)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = i .
212. (septembar 2015)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = 1—2;135'
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213. (jul 2018)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) =

x
1+inx

214. (oktobar 2 2023)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = mxT_l .

215. (april 2021)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %.
216. (oktobar 2 2022)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %

217. (januar 2017)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = (x — 1)In?(x — 1) .

218. (oktobar-2 2016-usmeni, februar 2015-usmeni, septembar 2014, jul 2011, septembar 2009)
Ispitati i konstruisati grafik funkcije: y = In (x? — 8x + 17).

219. (april 2023, oktobar 2010)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = In(x? — 6x + 10).

220. (februar 2013, januar 2011)
Ispitati i konstruisati grafik funkcije: y = In (e?* — 5e* + 7).

221. (februar 2019, februar 2018)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f (x) = In?x — 4Inx + 3.

222. (jul 2013, jun 2010)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = x(In?x — Inx?) .
223. (jun 2015)
x+1)?
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = In (—) .

X

224. (septembar 2018, februar 2013)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = In

X
x2-1"
225. (februar 2015, februar 2014)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = In xfil .

226. (februar 2014)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = ln%.

227. (oktobar 2022, februar 2015)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %
228. (januar 2015, oktobar 2015)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = x”_ljz—;;
229. (septembar 2024)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = %

230. (jun 2015)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = In(In?x — Inx + 1).

231.(oktobar 2015)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f (x) = InvVx? — 6x + 8.
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232. (februar 2015)

Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = 1+me .
233. (oktobar 2024, januar 2024)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije: f(x) = n \/(;T_;C ),

234. (oktobar-2 2018-usmeni, oktobar-2 2016-usmeni, oktobar-2 2014-usmeni)

Odrediti intervale monotonosti funkcije: f(x) = Z(xXT)z

235. (januar 2015-usmeni, oktobar 2011-usmeni, oktobar-2 2009-usmeni)

eX_e~X

Odrediti intervale monotonosti funkcije: f(x) = ——.
236. (jul 2023, jul 2021-usmeni, novembar 2020-usmeni, februar 2016-usmeni, oktobar-2 2014-usmeni, januar 2013-usmeni,
januar 2011-usmeni)
Odrediti intervale konveksnosti funkcije: f(x) = In(x? — 8x + 17) .

237. (oktobar 2020-usmeni, oktobar 2011-usmeni, oktobar-2 2009-usmeni)
eX_e~%
eXte~x "

Odrediti intervale konveksnosti funkcije: f(x) =
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8. DEO
FUNKCIJE SA DVE PROMENLJIVE

U osmom delu upoznacete se sa zadacima u kojima se radi sa funkcijama sa dve promenljive.

Ovde imamo viSe grupa zadataka. Najpre su dati zadaci u kojima se rade parcijalni izvodi, pa totalni diferencijal 1.1 2. reda,
Tejlorova i Maklorenova formula za funkcije sa dve promenljive i na kraju ono $to najcesce i dolazi na ispitu vezano za ovu
oblast, ekstremne vrednosti funkcija bez uslova i sa uslovom

Teorijska pitanja na usmenom:

Metricki prostor (definicija i primeri)

Prirastaj funkcije dva argumenta (definicija)

Lokalne ekstremne vrednosti realnih funkcija sa dva argumenta

Parcijalni izvodi realnih funkcija dva argumenta (definicija i osnovne osobine)

Tejlorova i Maklorenova formula za realne funkcije dva argumenta

Vezane lokalne ekstremne vrednosti realne funkcije sa dva argumenta

Diferencijabilnost i totalni diferencijal realne funkcije sa dva argumenta (definicija i osnovne osobine)
Realne funkcije sa dva argumenta (definicija i osnovne osobine)

Uslovni ekstremi realne funkcije dva argumenta

WRXN U W

Definicija 1: (parcijalni izvodi)

Prvi parcijalni izvod funkcije z = f(x,y) po nezavisnoj promenljivoj x se definiSe kao izvod funkcije z po nezavisnoj promenljivoj

oz
x smatrajuci y kao konstantu. Oznacava se sa —1 ]ednakJe dor L2 g LOHAXN)TTC0Y) = £/ (x,y)

dx Ax—0 Ax
y = const
L ixn 02 i 0Z g dZ f(xy+Ay) fey)
Analogno se definise . tj. oy = ay - Am me—— = ' y)
Xx = const
Definicija 2: (parcijalni izvodi drugog reda)
0’z d (62) 0’z 0 (62)
ax2~ dx \ox/)’ dxdy — dy\ox/)’
0’z 0 (62) 9’z d (az)
dyox  dax\dy)’  dy? ay\ay/’
2 2
Ako su parcijalni izvodi neprekidne funkcije tada vazi: ;xazy = aayazx .

Definicija 3: (totalni diferencijal)

0%z , o 9%z
—dx* + Zdedy +

Totalni diferencijal funkcije z = f(x,y) definiSe se pomocéudz = Z—;dx + g—;dy,a drugog reda sa d?z = P

0%z , 5
372 dy*.

Definicija 4: (Tejlorova i Maklorenova formula)

Ako funkcija z = f(x,y) ima u okolini tacke Mo(xo,y0) neprekidne sve parcijalne izvode zaklju¢no n + 1 reda, tada Tejlorova
formula glasi:

+ 2(x —x0)(y — )’0)% +

7= f(x) = f(x0,%0) +§[(x —x), + -3 ] +;[(x —x0)? 2|

"z

ozl (n)(x — )" Yy — yp) = 18y| + (Tzl)(x —x)" 2y — y0)? axm2ay2l,,
o

- yo)Z“]+ o [(x—xo>”ang

+ ot

Do =y" Zyi

] + Ry (x,y) gdeje
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6n+1 an+1

axnay

Z

n+1
(x = xo) Jxn+1
My

(") e - g

1
Ry(x,y) = CFS)]

n+1Z

—_— +
1542
dx"1lay M

an+lz

n+
_ n+1
+ (n + 1) O =)™ 5

("7 ) i =y

A

k
pri éemu je My(xo + 6(x — x0), 0 + 0(y —¥0)), 0<8 < 1l,gdeje %| ,vrednost k —tog parcijalnog izvoda u tackiM, .
My

Kada je xo = yo = 0 Tejlorova formula se svodi na Maklorenovu.

Definicija 5: (ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive)

Funkcija y = f(x) u tac¢ki M(xo,yo0) ima lokalni maksimum (minimum) ako postoji okolina ta¢ke M koja cela pripada oblasti
definisanosti D takva da za svako N(x,y) iz te okoline vazi:

f(X,y) < f(xO'yO)(f(x'y) > f(xOryO))

Tacke lokalnog maksimuma i minimuma nazivamo ekstremima funkcije.

Potrebni uslovi za ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive:

Da bi diferencijabilna funkcija z = f(x,y) u nekoj tacki imala ekstremnu vrednost potrebno je da u toj tacki parcijalni izvodi

. . © s 0z _ . B_Z_
prvog reda budu jednaki nulj, tj. daa =01 3 = 0.

Tacka M(xo,y0) naziva se stacionarnom tackom diferencijabilne funkcije z = f(x,y) ako su prvi parcijalni izvodi u toj tacki
jednaki nulj, tj. ako je @ =01 %‘;M’) =0.
Dovoljni uslovi za ekstremne vrednosti funkcije dve promenljive:
Neka funkcija z = f(x,y) ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda u okolini tacke M(xo,y0). Zatim, neka je tacka M(xo,y0)
9f (X0,¥0) _ . 0f (x0,50) _
—==0i —===0.
0x ay
9%f (x0.y0) _ 9%f (x0.50) _ % f(x0.¥0) . _ n2
axz B= axdy ' ¢= ay? i A=B
a) ima lokalni maksimum ako je A<0iA <0 (C<0),
b) ima lokalni minimum ako je A<0iA >0 (C > 0),
c) nema ekstremne vrednosti ako je A> 0.
d) za A = 0 problem ekstrema ostaje nereSen te ga dalje treba ispitati.

stacionarna tacka te funkcije, tj. neka je

Ozna¢imoA = — AC . Tada funkcija z = f(x,y) u tacki M(xo,yo):

Definicija 6: (uslovni ekstremi)

To su ekstremne vrednosti funkcije z = f(x,y) uz uslov ¢(x,y) = 0, odnosno gde su promenljive x i y vezane relacijom ¢(x,y) = 0.
Pri odredivanju uslovnih ekstrema prvo formirajmo funkciju Lagranza: F(x,y) = f(x,y) + A¢(x, y) ,gde je A konstanta.
Uslovni ekstremi su ekstremi funkcije F(x,y) koje ispitujemo na slede¢i nacin:
Prvo nalimo parcijalne izvode, tj formirajmo jednacine

oF 0

ax

oF

Iz ovih jednacina se odre|uju vrednosti x,y i A, tj. tacke M(x,y) u kojima funkcija moze imati ekstrem.
Dali je u nekoj tacki M(x,y) ekstrem kao i njegovu prirodu odredujemo preko drugog diferencijala funkcije

d?F = d 242 —dxdy +2£ et pri uslovu koji vezuje dx i dy t] — + — = 0,dx? + dy? # 0, tako da funkcija F(x,y) ima

uslovni mak51mum ako je d2F < 0, a uslovni minimum ako je d2F > 0
Prirodu uslovnog ekstrema moZemo ispitati i kao obi¢an ekstrem funkcije F(x,y) u stacionarnim tackama funkcije F(x,y).

238. (februar 2015-usmeni)
Kako se definiSe metrika u trodimenzionalnom Euklidskom prostoru?
Dokazati da je trodimenzionalni Euklidski prostor jedan metricki prostor.

239. (jul 2020-usmeni, januar 2019-usmeni, septembar 2016-usmeni, februar 2015-usmeni)
Odrediti prirastaje funkcije f(x,y) = x + Zye"z‘y2 za prirastaje argumenata Ax i Ay .

240.(septembar 2012)

Ispitati da li funkcija z = ie; zadovoljava uslov x Z—i + yg—; =0.
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241. (jul 2019, februar 2015-usmeni, januar 2011-usmeni, januar 2010-usmeni)

Ispitati da li funkcija z = arctg ;, zadovoljava uslov x? Z—; + xy:—; =0.

242. (oktobar 2016, januar 2014-usmeni)
Ispitati da li funkcija z(x, y) = xarctg(x? — y?), zadovoljava uslov xyg—f( + x? :—; =yz.

243. (januar 2015, februar 2014)

s . . 2492 . 02 0z 0
Ispitati da li funkcija z = e* ¥, zadovoljava uslov z Z 2.2

axdy  ax ady’

244. (oktobar 2020)

TR, | .
Ispitati da li funkcija z = e zadovoljava uslov y

vu oyt 0%
ayz 9y «x

3y axdy
245. (april 2022, april 2017, jun 2014, oktobar-2 2013)
0z

y
Ispitati da li funkcija z = yxsin% zadovoljava uslov x? Z—f{ + Xy 5, =Yz

246. (april 2023, oktobar-2 2016-usmeni, januar 2015-usmeni, januar 2011-usmeni)
Aproksimirati funkciju z = e3*arctg2y, Maklorenovim polinomom drugog stepena.

247. (septembar 2014, oktobar 2011)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 6xy — (3x + 4y)(x + y — 47) .

248. (januar 2014)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 3x2 —4xy + y? —2x + 4y + 1

249. (oktobar 2014, oktobar 2010, jun 2010)
Naci lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 3xy — x3 — 3.

250. (februar 2022, oktobar 2014)
Naci lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 12xy — x3 — 3.

251. (februar 2016)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x3 + y3 — 18xy .

252. (januar 2024, februar 2019)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x3 + y3 — 27x — 12y.

253. (februar 2019)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x3 + y3 — 3x2 — 3y% — 9x.

254. (oktobar 2015, jun 2010, septembar 2009)
Naci lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x3 — 6xy + y? + 16.

255. (jun 2014-usmeni)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x* + y* — 2x2.

256. (januar 2018)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x* + 2x2y + 2y% + y.

257. (januar 2014, oktobar 2013, januar 2012-usmeni)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2x3 + 6xy + y2 .

258. (februar 2014, januar 2013-usmeni)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x2 + 6xy + 2y3.
259. (oktobar 2023, jul 2023)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x2 — 2xy — y% + 2x + 26y.

260. (januar 2024, oktobar 2 2023)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 19x + 20y — x2 — xy — y2 + 2.
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261. (januar 2016, februar 2015)

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 108Inx — xy? + y; .

262. (oktobar 2022, april 2022, januar 2016)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z(x, y) = 3x2 — Zxﬁ +y—8x.

263. (april 2023, oktobar 2 2022, septembar 2022, januar 2015, oktobar-2 2013, januar 2012, januar 2011, oktobar-2 2010,
januar 2010, januar 2009)

2
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z(x, y) = % teT S TG

¥y xy x

264. (februar 2023, januar 2019, oktobar 2018, februar 2015, januar 2014)
v  _xy_y

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z(x, y) = sz to TS T o

265. (septembar 2016)
Nadi lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = e¥~*(x2 + y2).

266. (Januar 2024, januar 2016-usmeni)
Naci lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = eY™*(y? — 2x2).

267. (oktobar 2 2024, jun 2023, jul 2022, januar 2015, januar 2012, januar 2010, januar 2009)
Naci lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x + 2e?y — e* — e?V.

268. (septembar 2013, oktobar 2009, januar 2009-usmeni)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z(x, y) = %yze" - §y3 —xe3*,

269. (septembar 2014)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z(x,y) = %xzey - §x3 —ye3.

270. (jul 2024, januar 2019, septembar 2012, februar 2012, januar 2009)

Nac¢i lokalne ekstreme funkcije: z = xy + 3x—6 + ‘;—8.

271. (februar 2023, januar 2020, januar 2019, jun 2014)

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = xy + 4;—8 +3

7 .
272. (jul 2020)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 3x—6 + 6y—4 +x+y+1.

273. (oktobar 2020)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = % + 8y—1 +x+y+1.

274. (oktobar 2024, januar 2024, januar 2019, jun 2014, septembar 2010-usmeni, januar 2009)

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = xy + % + 2;;4 .

275. (oktobar 2019, februar 2015, januar 2009)
294 252

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = xy + -t 5

276. (februar 2015, februar 2013, jun 2010)
Nac¢i lokalne ekstreme funkcije: z = xy(12 —x — y) .

277. (januar 2021, jun 2018, jun 2016, jul 2014, oktobar 2010, septembar 2009)
Naci lokalne ekstreme funkcije: z = x3 + 3xy? — 15x — 12y .

278. (februar 2019, februar 2011)
Odrediti lokalne ekstreme funkcije: z = x3 — xy + y?2 — 11x + 3.

279. (februar 2019, februar 2011-usmeni)
Odrediti lokalne ekstreme funkcije: z = x? —xy + y3 — 11y + 3.
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280. (april 2021, jul 2018, oktobar 2015, februar 2014, januar 2014, oktobar 2009)
Naéi ekstremne vrednosti funkcije: z = x? + y3 — xy — x.

281. (februar 2012)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 3x?y + y3 — 36x — 39y + 26.

282. (septembar 2024, septembar 2023)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x2 + xy + y2 —20x — 19y + 1.

283. (novembar 2020, oktobar-2 2016, jul 2011, januar 2010, januar 2009)

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = W zax #0Ay #0.
284. (januar 2023)

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z
285. (januar 2013-usmeni)

Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z

—x2y—4y+xy?+x
Xy

zaxy #0.

2x3 = 21x2 + 72x + 2y3 —9y?2 + 12y + 1.

286.(septembar 2023, februar 2016, februar 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2xy + y%, uz uslovy + 6 = x.

287. (jul 2022, april 2022, oktobar-2 2010-usmeni)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2xy + y2,uzuslovy + 3 = x.

288.(februar 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = xy + x?, uzuslovy —x = 6.

289. (januar 2024, februar 2018)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x2y, uz uslov 2x + y = 3

290. (februar 2017, januar 2012)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x + 2y — 3, uz uslov xy? =

291. (februar 2014)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = xy + x? + 2y, uzuslovx —y = 8.

292. (februar 2022, januar 2012)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = % + 2,uzuslov x — 2y = 4.

293. (januar 2022)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2xy + 4x + 2,uz uslov x —y = 4.

294. (oktobar 2023)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2xy + 4, uz uslov x —y = 2.

295. (septembar 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = \/xy , uz uslov 50 000x + 0,08y = 1 000 000.

296. (jul 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = y? — 2x2, pod uslovom y — 2x = 3.

297. (septembar 2018, februar 2018, oktobar 2012, jun 2009)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x + 2y, uz uslov x? + 4y? = 8.

298. (oktobar 2 2023)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x + 2y, uz uslov x? + y? = 20.

299. (oktobar 2024, januar 2024)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2x + y, uz uslov x? + y? = 20.

300. (februar 2023, februar 2018, februar 2011)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2x + y, uz uslov 4x? + y? = 8.
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301. (oktobar 2 2021, januar 2016, februar 2011)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x + 2y, uz uslov x? + y2 =5,

302. (septembar 2022)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x + 3y, uz uslov x? + 9y? = 18.

303. (januar 2023)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 3x + y, uz uslov 9x2 + y? = 18.

304. (oktobar 2022)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 2x + 3y, uz uslov 4x? + 9y% = 72.

305. (jul 2023)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 4x + y, uz uslov 16x2? + y? = 32.

306. (oktobar 2021, januar 2016)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = xy, uz uslov x? +y? = 2.

307. (jul 2024)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = xy?, uz uslov x2? + y2 = 27.

308. (oktobar 2016, februar 2016)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 3xy + 2, uz uslov x2 + y2 = 32,

309. (januar 2024)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 4xy + 3, uz uslov x2 + y? = 18.

310. (februar 2023, januar 2011)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x — y, uz uslov x? — y2 = 2.

311. (oktobar 2 2022, januar 2011)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x, uz uslov x2 + 2y? = 3.

312. (jun 2013, januar 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = (x — y)® + 1, uz uslov x? + y? = 8.

313. (januar 2020)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = (y — x)3 + 1, uz uslov x2? + y? = 18.

314. (septembar 2015, jul 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = (y — x)* + 1, uz uslov x? + y? = 18.

315. (januar 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = (y — x)* + 1, uz uslov x? + y? = 8.

316. (oktobar 2 2024, jun 2023, januar 2015, septembar 2011, januar 2010, januar 2009)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = (x — y)* + 1, uz uslov x? + y? = 2.

317. (jul 2019, maj 2015)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = 8x2 + 8xy + 2y?, uz uslov x2 + y? = 10.

318. (januar 2024)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x2 + 3xy + y2 — x + 3y, uz uslov x% + 1 = y2.

319. (septembar 2024)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = x? + 3xy + y? + 3x — y, uz uslov x? = y2 + 1.

320. (januar 2015-usmeni)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = y — x + 4, uz uslov xy? — x2y = =2,

321. (april 2023, jul 2021, oktobar-2 2020, februar 2018, septembar 2017, oktobar 2013)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = i +§ ,uz uslov 18x2 + 18y? = x%y? .
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Caslav Pejdi¢,

322. (januar 2017, februar 2015, oktobar 2012, februar 2012)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = % + % uz uslov 2x? + 2y? = x?y?,

323. (januar 2017, jul 2016, februar 2016, februar 2012, decembar 2011-apsolventski)
Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funkcije: z = % ,uzuslov x? + y? = 2x?y?.
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9. DEO
INTEGRALI

U devetom delu upoznacete se sa zadacima iz integrala.

Najpre su dati neodredeni integrali i to grupisani po nacinu resavanja (metoda zamene, parcijalna integracija, integracija
racionalnih funkcija i integracija iracionalnih funkcija).

Zatim su dati zadaci iz odredenih integrala kao i njihove primene na racunanje povrsine ravnog lika.

Treéa grupa su nesvojstveni integrali grupisani tako da prvo dolaze nesvojstveni u odnosu na oblast integracije, a zatim u
odnosu na funkciju.

Na kraju su dati dvojni integrali.

Ovo je sigurno najznacajnija oblast u zbirci.

Teorijska pitanja na usmenom:

Nesvojstveni integral (definicija i osnovne osobine)
Dvojni integral (definicija i osnovne osobine)
Neodredeni integral

Metoda parcijalne integracije

Integracija nekih iracionalnih funkcija

Odredeni integral (definicija i osnovne osobine)

O U W

Definicija 1: (definicija integrala)

Neka je data funkcija y = f(x) definisana u intervalu (a,b). Za funkciju y = F(x) kaZe se da je primitivna funkcija funkcije y = f(x) u
intervalu (a,b) ako je ispunjen uslov (Vx € (a, b))F’'(x) = f(x) .

Neodredeni integral funkcije y = f(x) oznacava se saf f(x)dx ipredstavlja skup svih primitivnih funkcija funkcije y = f(x) u
intervalu (a,b), tj. [ f(x)dx = F(x) + C,gde je F'(x) = f(x),a C proizvoljna konstanta.

Izraz f(x)dx naziva se podintegralni izraz, a f(x) je podintegralna funkcija ili integrand.

Definicija 2: (osnovna svojstva neodredenog integrala)
a)d (f f(x)dx) = f(x)dx
b) fdG(x) =Gx)+C

) fAf(x)dx = Aff(x)dx (A = const.iA # 0)

d) f (F() + g())dx = j Fedx + j 9()dx
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Tablica osnovnih integrala:

f dx = x + ¢, cje proizvoljna konstanta

M+
n =

fx dx n+1+c(n¢1)

dx dx

— = In|x +cf—=\/§+c

[ 5 = tmixi =

fexdx=e"+cfsinxdx=—cosx+c

1
fcosxdx=sinx+cfc

Oszxdx=tgx+c

sin? x

J-de=—ctgx+cf\/%=ln|x+\/x2ia|+c

x
dx = arcsinx + cf dx = arcsin—+ ¢
a

1 1
f@ o
x
J-mdx = arctgx+cfmdx zaarctga+c

f dx 1l |x—a|+
——=—1In c
x2—a? 2a Ix+a

Definicija 3: (integracija metodom zamene)

Ako je funkcija f(x) neprekidna, stavljajuéi x = g(t), dx = g'(t)dt, gde je funkcija g(t) neprekidna zajedno sa svojim prvim
izvodom g’(t) i ima inverznu funkciju t = g-1(x), dobija se slede¢a jednakost [ f(x)dx = ff(g(t))g’(t)dt.

Definicija 4: (metoda parcijalne integracije)

Neka su u = u(x) i v = v(x) dve diferencijabilne funkcije. Ako postoji neodredeni integral [ u(x)v'(x)dx tada postoji i
neodredeni integral [ v(x)u'(x)dx ivaZijednakost:

Ju@)v' (x)dx = u(x)v(x) — [ v(x)u' (x)dx.

Ova jednakost moZe da se napi$e u slede¢em kra¢em obliku [ udv = uv — [ vdu i ona predstavlja obrazac za parcijalnu
integraciju. Primenjujuéi ovaj obrazac moZe se integral oblika [ udv izratunati, ako je moguée izratunati integral na desnoj
starni obrasca koji je oblika [ vdu.

Definicija 5: (integracija racionalnih funkcija

Funkcija f (x)je racionalno razlomljena ukoliko ima oblik f (x) = %, gde sup(x) i gq(x)polinomi sa realnim koeficijentima.
Razlomak %se zove pravi ukoliko je stepen polinoma u brojiocu p(x)manji od stepena polinoma u imeniocu q(x) .

1) Ako je razlomak %neprav prethodno iz njega treba izdvojiti ceo deo.

2) Ako je razlomak&pravi, onda se njegov imenioc q(x)rastavlja na ¢inioce oblika

q(x)
(x — a)*(x? + px + q)¥, gde je % — q < 0,tj. koreni te kvadratne jednacine su imaginarni reda fia € R, tj. a je realan koren
reda a.Zatim se razlomak %razlaie na zbir elementarnih razlomaka i to na sledeéi nacin
L— A Az + o4 Ag Bix+Cy Bypx+Cy +...+M
(x—a)*(x2+px+q)f ~ x—a = (x—a)? (x-a)® = x2+px+q  (x24+px+q)? (x24+px+q)F°

Definicija 6: (integracija nekih iracionalnih funkcija

Neka je dat neodreden integral oblika [ R(x, xMa/m xma/ne xmk/"k)dx, gde je R racionalna funkcija svih argumenata. Ako se
uvede smena x = t",gde je n najmanji zajednicki sadrzalac imenilaca ni,nz,...,nk, tada se dobija integral racionalne funkcije
promenljive t.

Definicija 7: (NJutn - Lajbnicova formula)

Ako je funkcija f: R — R integrabilna na segmentu [a,b] i ima na tom segmentu primitivnu funkciju F(x) tj. vx €

[a,b] je F'(x) = f(x)tadaje f: f(x)dx = F(b) — F(a).
Poslednja formula je NJutn-Lajbnicova formula.
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Definicija 8: (metod smene kod odredenih integrala)

Neka je funkcija f : R — R integrabilna na segmentu [a,b]. Ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

1) funkcija x = g(t) je neprekidna zajedno sa svojim prvim izvodom na intervalu [a, B] gde su o i B reSenja jednacina g(t) =a i
g(t) =b, tako daje g(a) =aig(p) =b.

2) slozena funkcija f(g(t)) je definisana i neprekidna na segmentu [o,],

tada [” f0)dx = [F fg(@)g' (D).

Definicija 9: (metod parcijalne integracije kod odredenih integrala)

Ako su funkcije f: R — Rig: R — R neprekidne na segmentu [a,b], tada fabf(x)g’(x)dx =f(x)g)Ns - f; g f'(x)dx.

Definicija 10: (primena odredenog integrala na izracunavanje povrsSine ravnog lika)

Akojey =f(x) >0 za x € [a,b] tada je povrsina krivolinijskog trapeza ograni¢enog lukom krive, pravama
x=aix=b1iodsetkom ose Ox za x € [a,b] definisanasa P = f; f(x)dx

Ako je y = f(x) <0 za x € [a,b] tada je povrsina lika ograni¢enog takvom konturom P = |f: f(x)dx| , 4. P =— fab f(x)dx.

Ako funkcija nad segmentom [a,b] menja znak, tada se segment [a,b] razbija na konacan broj segmenata u zavisnosti od toga da
lije f(x) = 0, odnosno f(x) <0, pa je vrednost odredenog integrala funkcije y = f(x) nad segmentom [a,b] jednaka zbiru povrsina
iznad ose Ox, uzetih sa znakom plus i zbiru povrsina ispod ose 0x, uzetih sa znakom minus.

Ako se trazi povrsina oblasti ograni¢ena graficima funkcija
y=f(x)iy=g(x) ipravamax=aix=b, tada je povrsina data obrascem P = f;f(x)dx - f: gx)dx = f:[f(x) — g(x)]dx.

Ovaj obrazac se primenjuje i za slucaj kada je potrebno da se izracuna povrsina oblasti ogranic¢ene graficima funkcijay = f(x) iy
= g(x). U ovom slucaju su granice odredenog integrala apscise a i b presec¢nih tacaka A i B, i dobijaju se reSavanjem jednacine

f(x) = g(x).

Definicija 11: (definicija nesvojstvenog integrala)

Odredeni integral f; f(x)dx definisan je za f : R — R neprekidnu na segmentu [a,b].

Ako interval integracije nije konacan, ili ako podintegralna funkcija na tom intervalu ima prekide, tada se definiSe pojam
uopstenog ili nesvojstvenog integrala.

Definicija 12: (nesvojstveni integral s obzirom na interval)

Ako je funkcija f(x) integrabilna na svakom kona¢nom segmentu [a,b], to nesvojstveni integral f:o f(x)dx se definiSe sa
o0 . b . . b b . b

J, f)dx = lgllg J;, f(x)dx, a nesvojstveni integral [ f(x)dx sa [~ f(x)dx = al_l]_noo J, F(x)dx.
Ukoliko ove grani¢ne vrednosti postoje i konacne su odgovaraju¢i integral nazivamo konvergentnim, u suprotnom
divergentnim.

. . . 00 . . Y 00 c 00
Nesvojstveni integral tipa f_oof(x)dx gde je f(x) neprekidna Vx €R se definiSe sa f_wf(x)dx = f_oof(x) dx + fc f(x)dx, gde
je ¢ ma koji realan broj i on je konvergentan ako su oba integrala konvergentna.

Definicija 13: (nesvojstveni integral s obzirom na funkciju

Ako je funkcija f: R —> R neogranicena u okolini tacke b, tj. lirgl_f(x) = too a integrabilna na svakom segmentu [a,b - €], &> 0,
X,

nesvojstveni integral f:f(x)dx se definiSe sa f:f(x)dx = lirrol f;_sf(x)dx.
E—
Ako je funkcija f: R —> R neogranicena u okolini tacke a, tj. limj(x) = to0 a integrabilna na svakom segmentu [a + ¢,b], > 0,
x—a
nesvojstveni integral f;f(x)dx se definie sa f;f(x)dx = lirg f:+£f(x)dx.
E—
Ako je funkcija f: R — R neogranicena u okolini tacke c, tj. limf(x) = oo a integrabilna na svakom segmentu [a,c-e]U[c+g,b],
X—=C
&> 0, nesvojstveni integral f:f(x)dx se definise sa f:f(x)dx = lim fac_sf(x)dx + Lim beJrEf(x)dx.
&£ E—

Definicija 14: (definicija dvojnog integrala)

Neka je u nekoj zatvorenoj i ogranicenoj oblasti D < R x R data neprekidna funkcija z = f(x,y). Podelimo oblast D na n delova
$1,52,..,Sn (Sl. ispod) tako da ti delovi nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka, a Cije povrsine su As1,Asz,...,Asn. U unutrasnjosti ili
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na periferiji svakog dela Sk, k=1,2,...,n izaberimo po jednu tacku Tk(&x k). Vrednost funkcije z = f(x,y) u svakoj tacki T, tj.
f(€xmk) pomnoZimo sa odgovaraju¢om povrsinom Ask, odnosno formirajmo proizvod f(&xnk)Ask. Suma svih takvih proizvoda
S = Yr=1 f (&, ur)Asy zove se integralna suma funkcije f(x,y).

A3k

Ako postoji grani¢na vrednost sume S, nezavisno od podele kao i izbora tacke Tk(&k,nk), kada broj delova sk tezi beskonacnosti
a povrsina maksimalnog Ask tezi nuli, tada kaZzemo da je ta grani¢na vrednost dvojni integral funkcije z = f(x,y) u oblasti D, i
funkciju z = f(x,y) nazivamo integrabilnom u toj oblasti. To simboli¢ki ozna¢avamo

im > ()8, = [[ 1(x,y)ds.

max ASy —0

U pravouglom koordinatnom sistemu ds = dxdy, pa je tako

| fD Feuy)ds = | fD £ e, y)dxdy.

Definicija 15: (osobine dvojnog integrala)

Ako je f(x,y) integrabilna funkcija u oblasti D, tada je integrabilna u toj oblasti i funkcija cf(x,y), gde je c proizvoljna konstanta i
tada je [f, cf (x,y)dxdy = c [[, f(x,y)dxdy.

Ako su f(x,y) i g(x,y) integrabilne funkcije u oblasti D, tada su u toj oblasti integrabilne i funkcije

f(xy) + g(xy), pri éemu je JIUf (e y) £ g(x, »)ldxdy = [f, f (x,y)dxdy + [f, g(x,y)dxdy.

Neka je oblast D u kojoj je data funkcija f(x,y) nekom linijom podeljena na dve (ili viSe) oblasti D1 i D2. Ako postoje integrali
ffle(x, y)dxdyi ffDZ f(x,y)dxdy, tada postoji i integral [[ f(x,y)dxdy, pri¢emu je [f, f(x,y)dxdy = ffle(x, y)dxdy +
Iy, f (e y)dxdy.

Ako su f(xy) i g(x,y) integrabilne funkcije u oblasti D i ako je

f(xy) > g(xy) u svim tatkama (x,y) € D, tadaje [[ f(x,y)dxdy = [f, g(x,y)dxdy.
Specijalno ako je g(x,y) = 0 tada se ova osobina svodi na ffD f(x,y)dxdy = 0.

Ako je f(x,y) = 1 u svakoj tacki (x,y) iz oblasti D, tada je dvojni integral te funkcije jednak povrsini oblasti D.

324. (jul 2022 - 5 poena)
Izratunati integral: [ cos(2x + 3) dx
325. (septembar 2022 - 5 poena)
Izratunati integral: [ sin(2x + 3) dx
326. (jul 2023 - 5 poena)
Izratunati integral: [ x cos x dx
327. (januar 2024 - 5 poena, oktobar 2023 - 5 poena)
Izratunati integral: [ x sin x dx
328.(jul 2014, januar 2012, januar 2011, oktobar 2009)

Izralunati integral: [ szf; .
329. (januar 2012, januar 2010)
Izralunati integral: [ ezfj:jﬂ dx.
330. (jul 2024, oktobar 2021, januar 2019, februar 2016-usmeni, januar 2014)
e?*te*

Izralunati integral: [ T dx.
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331. (januar 2018)
Izralunati integral: [ e**¢"dx .

332. (jun 2013, januar 2012)
Izratunati integral: [(x® + x)e ™" dx.

333. (septembar 2022, jul 2016, jun 2013)
Izratunati integral: [(5x5 + x2)e*’ dx.
334. (oktobar 2023)
Izratunati integral: [
335. (septembar 2013)
Izratunati integral: [ x2e¥*dx.
336. (oktobar 2022, januar 2020)
Izratunati integral: [ x2 cos x dx.
337. (januar 2023)
Izratunati integral: [ x arctgxdx.
338. (februar 2023, april 2022, februar 2021, septembar 2012, oktobar-2 2009)

Izratunati integral: j arctg \/;dX

339. (februar 2023, oktobar 2012, oktobar-2 2009)
Izratunati integral: [ x2 arctgxdx.
340. (april 2021, oktobar 2013)
Izratunati integral: | % d
341. (januar 2016, oktobar 2013)
In(14+x2) dx
x2 ’

dx
x2+6x+10°

Izracunati integral: [
342. (januar 2022)
Izratunati integral: [ In i—ti dx
343. (jul 2022, oktobar 2016)
Izratunati integral: [ In(x? + 16) dx.
344. (februar 2022, januar 2010)
Izratunati integral: [ arcsin x dx.
345. (januar 2018, septembar 2014)
Izratunati integral: [ arcsin? x dx.
346. (januar 2020)
2iox-3 1
Izratunati integral: | )H:—Axs exdx.
347.(februar 2012)
Izratunati integral: [ P
348.(februar 2019, oktobar 2015, januar 2010)
Izratunati integral: [ e5* cos( 6x)dx.
349. (februar 2019, oktobar-2 2018, oktobar-2 2016, jun 2016, oktobar-2 2014, januar 2010)
Izratunati integral: [ e* sin(4x)dx.
350. (oktobar 2024, januar 2024)
Izratunati integral: [ sin(2x)e3*dx.
351. (januar 2016)
Izratunati integral [ xe* sinx dx .

sinx—cos x
————e%dx.

352. (januar 2017, oktobar 2010)

y L. 21x2-94x+72
IzraCunati integral: f372
x3-7x2+12x

353. (oktobar 2019, januar 2017, jul 2014, septembar 2009)

v L. 21x2-80x+48
IzraCunati integral: fsiz
xX>—6x“+8x

354. (februar 2019, oktobar 2015, jun 2009)

v L. 2x2+3x—4
IzraCunati integral: fsiz
X2=2X“+x—-2

355. (februar 2022, februar 2019, oktobar 2010)
8x2-12x+2

Izra¢unati integral: | ————
& fx3—2x2+x—2

356. (januar 2015)

3
Izralunati integral: [ Cas)

x24+2x-3

dx
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357. (jul 2023, februar 2015-usmeni, januar 2014, septembar 2010)
x3-2

x(x2+1) X

358. (oktobar 2 2022, februar 2015, februar 2011)

v .. 9x3—6x2+7x—4
Izracunati integral: [ —————
gral: [ —————

359. (oktobar 2 2023, februar 2014, februar 2011)
IzraCunati integral: [ o ax2
360. (jun 2015)
Izratunati integral: fﬂgﬁ.
361.(septembar 2016, januar 2016)

x+4
dx.
x%49x2

IzraCunati integral: [

X.
x3-x

IzraCunati integral: [
362. (oktobar 2020)

y . 6x-1
Izratunati integral: [ ———— dx

x3(2x-1)

363. (jul 2020, septembar 2016, januar 2016)
Vx+l

———dx.

(Vx+1-1)

364. (septembar 2023, septembar 2011, januar 2009)

i, dx
Nadéi: f—1+3\/m'
365.(septembar 2024, januar 2019)

3
f x+Vx+ Vx? X
Naci:. | ———=—
x(1+3x)
366. (januar 2024, jul 2013, oktobar 2009, septembar 2009)

y i, 2 fz—
Izratunati integral: | PRE ’ ﬁdx

367. (januar 2019, januar 2018, jun 2010)

Izracunati integral: [

1-x X
xt(1+x)

368. (januar 2014, oktobar 2013)

Izratunati integral: [

. - 13 1\?
[zraCunati 1ntegral:fm (%) dx.

369. (januar 2019, septembar 2010)

XX +2
Izracunati integral: I Y dx
X+3VX+2

370. (septembar 2017)

y . VaZ=1
Izratunati integral: | xx—4 dx.

371. (januar 2018, oktobar 2014)
1

IzraCunati integral: fm

372. (februar 2013)

Izratunati: f;“ xIn(x — 1)dx.
373. (septembar 2018)

Izratunati: fol 30x2%(1 — x)%dx.
374.(januar 2015)

Izratunati: f03 arcsin ,L dx.
x+1
375. (februar 2013-usmeni)
Odrediti povrsinu ogranicenu x-osom i lukom krive: f(x) = x2—1+1

376. (oktobar 2 2024, jun 2023, oktobar-2 2020-usmeni, januar 2015)

Y . o iy . 3x2 . . 1
IzraCunati povrsSinu ogranicenu krivom: f(x) = ~5-; | X-0som na intervalu —1,; .

377. (januar 2015, januar 2012, oktobar-2 2010, januar 2010)
Izratunati povrinu oivi¢enu grafikom funkcije f(x) = e*~¢" i x-osom.

378. (oktobar 2016, jun 2010)
Izracunati povrsinu oblasti oivi¢ene x - osom i krivom: f(x) = (x? — 8)e* u II i I/] kvadrantu.
379. (januar 2021)

v . v . .. x?—4x-5
Izra¢unati povrsinu koju funkcija f (x) =

zaklapa sa kosom asimptotom na intervalu (8,9).
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380. (januar 2024)

Izra¢unati povrs$inu koju funkcija f(x) =
381. (januar 2024)

Izra¢unati povrsinu koju funkcija f(x) = % zaklapa sa kosom asimptotom na intervalu (7,8).
382. (april 2023, jul 2021, oktobar-2 2020, februar 2014, oktobar-2 2006, oktobar 2006, februar 2006-usmeni)

v . . ‘s 1 dx
Izracunati nesvojstveni 1ntegral: f —_—

0 (2-x)Vi—x"
383. (januar 2020, januar 2009)
Izracunati nesvojstveni integral: f_:o e~ dx,
384. (septembar 2017)
Izratunati nesvojstveni integral: | 1+°° x(f%)z.
385. (oktobar 2023, april 2022, februar 2013)
IzraCunati integral ffD dxdy gde je D unutrasnjost trapeza sa temenima A(—1,—-1), B(6,—1),C(3,2), D(2,2).
386. (oktobar 2024, januar 2024, februar 2023, jul 2022, februar 2016, septembar 2015, jun 2010)
Izracunati dvojni integral: ffD dxdy gde je D unutrasnjost paralelograma cije stranice pripadaju pravim linijama:
y+x=2,y+x=63y—x=-2ix—3y=6.
387. (jul 2024, februar 2023, februar 2016, januar 2015, januar 2013-usmeni)
Izratunati integral: [f  dxdy gde je oblast D unutraSnjost paralelograma Cije stranice pripadaju pravim linijama:
x—y=02x—-y=0,x—y=4i2x—y =4
388. (januar 2024, februar 2017, februar 2016, oktobar 2014, jul 2011, januar 2010, januar 2009)
Izratunati integral: [f  dxdy, gde oblast D predstavlja unutra$njost etvorougla sa temenima
A(=2,0), B(1,-2),€(2,0), D(1,2).
389. (jul 2018, januar 2012)
Izratunati dvojni integral: [ dxdy, gde je D unutra$njost trougla sa temenima 4(1,2), B(2,—1) i C(4,4).
390. (novembar 2020, oktobar-2 2016, oktobar-2 2014, oktobar-2 2013)
Izratunati integral: [f  dxdy , gde oblast D predstavlja unutradnjost kruga x2+y2 <2
391. (septembar 2023, februar 2013, januar 2009)
Izratunati integral: [f , dxdy , gde oblast D predstavlja unutradnjost kruga x2+y?2<1.
392. (april 2022, april 2017, januar 2017, februar 2015, septembar 2013, januar 2013, oktobar-2 2009-usmeni)

2_
ro7xrlo zaklapa sa kosom asimptotom na intervalu (7,8).

IzraCunati integral: J.J. Xdedy, gde je D unutrasnjost koju obrazuje krug x2 + y? = 9 + 8y u tetvrtom kvadrantu.
D
393. (jul 2023)

Izracunati integral: ” Xdedy, gde je D unutradnjost koju obrazuje krug x? + y? = 9 + 8y u Il kvadrantu.
D
394. (jun 2018, februar 2013, oktobar 2012, septembar 2012, februar 2012, januar 2009)
Izrac¢unati dvojni integral: ffD xydxdy, gde je D oblast ograni¢ena krivom 2x2 + 3y2 = 6 u III kvadrantu.
395. (februar 2018, januar 2016-usmeni, jul 2013, januar 2013, oktobar-2 2011, septembar 2010)
Izratunati dvojni integral: ff xydxdy, gde je D oblast ograni¢ena krivom 2x* + 3y = 6 u IV kvadrantu.

396. (januar 2013)
Izratunati dvojni integral: [f xydxdy, gde je D oblast ograni¢ena krivom 3x? + 2y* = 6 u /I kvadrantu.

397. (oktobar 2022, januar 2017, februar 2016, februar 2015, septembar 2014, januar 2013)
Izratunati integral: [f, xydxdy, gde je oblast D ogranitena lukom krive x* + y? + 45 = 14x u IV kvadrantu.

398. (februar 2012, oktobar 2011, januar 2011)
Izratunati dvojni integral: [f xydxdy, gde je D ogranitena lukom krive x* + y* = 8x — 12 u I kvadrantu.

399. (januar 2015, oktobar 2010)
Izratunati dvojni integral: [f xydxdy, gde je D ograni¢ena lukom krive x? + y* = 8x — 12 u IV kvadrantu.

400. (januar 2024, februar 2014, januar 2011)
Izratunati integral: [f, xydxdy, gde je oblast D ogranitena lukom krive x* + y? = 8y — 12 u [ kvadrantu.

401. (januar 2014, septembar 2009)
Izratunati integral: [[ xydxdy, gde je oblast D ograni¢ena lukom krive x? + y* = 8y — 12 u Il kvadrantu.

402. (septembar 2022, decembar 2011-apsolventski, januar 2011, januar 2009)
Izracunati dvojni integral: ffD xydxdy, gde je D ograni¢ena lukom krive x? + y2 + 5 = 6x u IV kvadrantu.

403. (oktobar 2 2022)
Izracunati dvojni integral: ffD xydxdy, gde je D ograni¢ena lukom krive x? + y2 + 7 = 6x u I kvadrantu.

404. (februar 2015)
Izracunati dvojni integral: ffD xydxdy, gde je D ograni¢ena lukom krive x? + y2 = 6y — 5 u Il kvadrantu.
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405. (jun 2014)
Izracunati dvojni integral: ffD xydxdy, gde je D oblast ograni¢ena krivom y — x> = —3 i x-osom.

406. (jun 2014, januar 2009-usmeni)
Izratunati dvojni integral: [f (x — y)dxdy gde je oblast D ograni¢ena linjjamay + x* = 2iy + 1 = 2x.

407. (oktobar 2 2023, februar 2018)
Izrac¢unati dvojni integral: ffD(x + y)dxdy , gde je D oblast ograni¢ena krivom y? = x i pravom y = %x - ; .

408. (septembar 2024, februar 2014, oktobar-2 2010-usmeni)

Izratunati integral: f[ (x + 2y)dxdy, ako je oblast D ogranitena krivama y = x* i x = yZ.
409. (oktobar 2 2024, jun 2023)
Izratunati integral: [[ (2x + y)dxdy, ako je oblast D ograni¢ena krivama y = x* i x = y?.

410.(oktobar 2018)
Izratunati integral: [f (v + yx)dxdy, ako je oblast D ogranicena krivama:
x% +y% =1ix%+y? = 2x ul kvadrantu.
411.(januar 2024, jul 2019, februar 2018, maj 2015)
Izracunati integral: ffD xeyzdxdy, ako je oblast D ograni¢ena krivamay = x%,x = 0iy = 4.
412.(jun 2015)
Izracunati integral: ffD ﬁdxdy, ako je oblast D ograni¢ena krivamay = 0,x = 0,y = 1lix = 1.
413. (januar 2023, oktobar-2 2020-usmeni, februar 2016-usmeni, januar 2014-usmeni, januar 2012-usmeni, oktobar-2 2010-

usmeni, jun 2009-usmeni)
Promeniti poredak integracije kod dvojnog integrala f01 dx f:xf(x, y)dy.
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10. DEO
DIFERENCIJALNE JEDNACINE

U desetom delu upoznacete se sa zadacima u kojima se resavaju diferencijalne jednacine.

Najpre su dati zadaci sa diferencijalnim jednacinama prvog reda i to grupisani po tipovima (diferencijalna jednacina koja
razdvaja promenljive, homogena diferencijalna jednacina, linearna diferencijalna jednacina i Bernulijeva diferencijalna
jednacina).

Zatim su dati zadaci sa diferencijalnim jednac¢inama drugog reda takode grupisane po tipovima (diferencijalna jednacina koja
ne sadrZi x, diferencijalna jednacina koja ne sadrzi y, linearna diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim
koeficijentima).

Teorijska pitanja na usmenom:

Homogena diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima
Nehomogena diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima
Linearna diferencijalna jednacina prvog reda

Bernulijeva diferencijalna jednacina

Diferencijalne jednacine sa razdvojenim promenljivim

Homogena diferencijalna jednacina prvog reda

Linearne diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim koeficijentima

N Uk wN =

Definicija 1: (osnovni pojmovi)

Jednacina oblika F(x, %y, ., y(”)) = 0, gde je y = y(x) funkcija nezavisne promenljive x, ay’y”,...y®™ prvi, drugi,..., n-ti
izvod ove funkcije po promenljivoj x, je diferencijalna jednacina n-tog reda.

Red diferencijalne jednacine je red najviseg izvoda koji se u njoj pojavljuje.

Svaka funkcija y = ¢(x) koja identicki zadovoljava diferencijalnu jednacinu je resenje te diferencijalne jednacine.

Funkcija y = ¢(x,C1,C2,...,Cn) koja sadrZi n proizvoljnih i nezavisnih konstanti C1,Cz,...,Cn, a koja identi¢ki zadovoljava
diferencijalnu jednacinu je njeno opste reSenje ili opsti integral.

Resenje koje se dobija iz opSteg reSenja dajuéi proizvoljnim konstantama Ci,Cz,...,Ch odredene vrednosti C10,Czo,...,Cno, je
partikularno resenje diferencijalne jednacine.

Ako diferencijalna jednacina ima i takvo resenje y = g(x) koje se ne moze dobiti iz njenog opSteg reSenja, ni za koje vrednosti
proizvoljnih konstanti C1,Cz,...,Cn, onda se takvo reSenje naziva singularno reSenje diferencijalne jednacine.

Opste resenje diferencijalne jednacine u koordinatnom sistemu predstavlja familiju krivih linija koje zavise od n parametara
C1,Cz,...,Cn. Te krive linije zovu se integralne krive diferencijalne jednacine.

Ako je data familija krivih linija i ako iz sistema koji sadrzi n + 1 jednacinu, y = ¢(x, Cy, Cy, ..., Cp),y' = . y™ =

dx’
I R " . . . VIR v s e e e
ﬁ, eliminiSemo parametre C1,Cz,...,Cn, dobijamo diferencijalnu jednacinu ¢iji je opsti integral ta familija krivih linija.

Teorema 1: (KoSijeva teorema)

Ako su funkcija f (x, y)i njen prvi parcijalni izvod g—ineprekidni uoblastiD = {(x,y)|a < x < b,c <y < d} ravni x0y, tada za

svaku tacku A(xo,yo) unutar oblasti D, postoji samo jedno resenje diferencijalne jednacine y = ¢(x) koje zadovoljava pocetni
uslov y = yoza x = xo (yo = ¢(X0)). Geometrijski to znaci, da kroz svaku tacku A(xo,yo) i unutar oblasti D prolazi jedna i samo
jedna integralna kriva y = ¢(x) diferencijalne jednacine.

Definicija 2: (jednacina koja razdvaja promenljive)

To je diferencijalna jednacina oblika y’ = P(x) - Q(y).Kako je y' = Z—Z,imamo % = P(x)dx, a odatle se integracijom dobija
opste resenje % = [ P(x)dx + C, gde je C proizvoljna konstanta.
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To je jednacina oblika y’ = f (X) SmenomZ = zgde je znova funkcija od x, svodi se na jednacinu koja razdvaja promenljive
dz _ dx * *

f@-z X

Neka je njeno opste reSenje z = ¢(x,C). Tada je, zbog y = zx, opSte reSenje homogene jednacine y = x¢(x, C).

Definicija 4: (linearna diferencijalna jednacina)

To je jednacdina oblika y’ + P(x)y = Q(x). Opste reSenje diferencijalne jednacine dato je sa
y:e—fP(x)dx[C + fefp(x)de(x)dx] .

Definicija 5: (Bernulijeva jednacina)

To je jednacina oblika y’ + P(x)y = Q(x)y®. Deoba obe strane sa ys daje % + P(x)y'™% = Q(x). a odavde smenom z =

yl=s,z = (1—y5) Jy/—; dobijamo linearnu jednacinu po novoj nepoznatoj funkciji z zZ’+ (1 —-5)P(x)z=(1-5)QX).

Definicija 6: (diferencijalna jednacina koja ne sadrzi y)

To je jednacina oblika F(x,y’,y") = 0. Smenom y’ = p,y” = p’, svodi se na jednacinu prvog reda po funkciji p: F(x,p,p") = 0.
Ako je njeno opste reSenje p = ¢(x, C,), tada je zbogp =y, y' = 0(x,C1), teje y = [ ¢(x, C;)dx + C,, $to predstavlja opste
reSenje diferencijalne jednacine.

Definicija 7: (diferencijalna jednacina koja ne sadrzi x)

To je jednacina oblika ®(y,y’,y") = 0.Smenom y’ = p, koja daje y" = Z—Z, odnosno y" = Z_Z% iliy"= Z—zp, jednacina postaje

0] (y, p,j—zp) = 0, tj. diferencijalna jednacina prvog reda funkcije p po nezavisnoj promenljivoj y. AKko je njeno opste reSenje
ay
o.Cy)

p = @(y,Cy), tadaje, zbogy’ =p,y’ = @(y, C)4. = dxsto, posle integracije, daje f(y, C;) = x + C, i predstavlja opste

reSenje diferencijalne jednacine.

Definicija 8: (homogena linearna diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim Kkoeficijentima)

To je jednacina oblika ay" + by’ + cy = 0.Njeno opste re$enje je oblika y, = C;y; + C,y,gde su C1 i C2 proizvoljne i
medusobno nezavisne konstante a y1 = y1(x) i y2 = y2(x) dva linearno nezavisna resenja diferencijalne jednacine.

Da bi funkcije y1 i y2 bile linearno nezavisne potrebno je da je W (y;,y,) = |§} zﬂ # 0.ReSenja y11iy2 zovemo osnovna
1 2

reSenja.0Osnovna reSenja trazimo u obliku y=e™,gde je r konstanta koju treba odrediti. Kako je y’ = rerx, y” = r2erx, to, zamenom
u diferencijalnu jedna¢inu, dobijamo posle skracivanja sa e,ar? + br + ¢ = 0. Prethodna jednatina je karakteristi¢na
jednacina diferencijalne jednacine. Neka su r1 i r2 koreni karakteristi¢ne jednacine. Mogu da nastupe tri slucaja:

1) Ako je D = b2 - 4ac > 0, tada je ri# r2 pa je opste resenje diferencijalne jednaciney, = C;e™* + C,e™*.

2) Ako je D =0, tadajer: = rz pajey, = Cie™* + Cyxe™* .

3) Akoje D <0, tadaje riz =u tiv, pajey, = e¥*(C;cosvx + C,sinvx).

Definicija 9: (nehomogena linearna diferencijalna jednacina)

To je jednatina oblika ay" + by’ + cy = f(x) # 0.0pSte re$enje te jednacine se dobija kao zbir njenog homogenog dela, yn, i
njenog partikularnog resenja, yp, tj. y = y, + ,,.0blik u kome se trazi partikularno reSenje, yp, zavisi od oblika date funkcije
f(x). Mi ¢emo posmatrati ovde sledece jednacine:
1) ay"+by +cy =Apx™ + Ay x4 -+ Ay
Partikularno resenje se trazi u obliku:
a)y, = apx™ + Ap_1 X" + - + ag,ako je ¢ # 0 (postoji y),
b) yp = x(anx™ + ap_1x" 1 4 -+ agp),akoje c = 0,b # 0 (nemay, aliima y’)
Q) ¥p = x2(anx™ + ap_1x" 1+ -+ ap)akojec = 0,b = 0,a # 0 (nemaniy, niy’)

2) ay"+ by +cy = AeP*.
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Partikularno reSenje se trazi u obliku:
a)y, = aeP*zap #rip # 1,
b) y, = axeP*,za p = nyilip = r,(ry # 13).
Ay, = ax?ePXzap =1 =1,
3) ay"+ by + cy = Asin(Bx) + Bcos(Bx).

Partikularno reSenje traZzi se u obliku:
a) y, = asin(Bfx) + bcos(Bx)zar,, # £ip,

b) y, = x(asin(px) + bcos(fx))zar, , = +ip.
4) ay"+ by +cy = (Apx™ + Ap_1x™ L+ o+ Ag)eP*.

Smenom y = zeP* ,gde je znova nepoznata funkcija, svodi se na slucaj 1.
5) ay"+ by + cy = (Asin(Bx) + Bcos(Bx))eP*.

Smenom y = zeP* gde je znova nepoznata funkcija, svodi se na slucaj 4.

6) Akojef(x) = fi(x) + f2(x) + -+ fu(x), gde su f; (x), fo(x), ..., fu(x)funkcije iz taakal do 5, onda se partikularno
reSenje trazi u obliku zbira partikularnih resenja pojedinih funkcija, tj. yp = yp1 + yp2 + ... + Ypn.

414. (februar 2016, januar 2011)
Naéi opste resenje diferencijalne jednacine: x,/1 + y2dx + yV1 + x2dy = 0.
415. (januar 2017)
Naci opste reSenje diferencijalne jednacine: (x? + 9)dy + xydx = xdx.
416. (april 2022, april 2017, oktobar 2014, oktobar 2010, oktobar 2009)
Naci opSte resenje diferencijalne jednadine:x + xy + y'(y + xy) = 0.
417. (oktobar 2016, januar 2015, jul 2014, januar 2013, januar 2010, jun 2009)
Resiti diferencijalnu jednadinu: (x3 — 2x2 + x — 2)y’ = 2x%y + 3xy — 4y.
418. (jul 2016, januar 2015, februar 2013, januar 2013, januar 2010)
Resiti diferencijalnu jednacinu: (8y2? — 12y + 2)y’ = xy3 — 2xy? + xy — 2x.
419. (februar 2015)
Resiti diferencijalnu jednacinu: y’ = 2y2 + 12y + 22 + (x2 = 3x)y’".
420. (januar 2020, februar 2016, januar 2016, jun 2013, septembar 2012, januar 2010, oktobar 2009)
Naci opste reSenje diferencijalne jednadine: xy’ =y + x (1 + e_g).
421. (januar 2024, oktobar 2 2023, oktobar 2 2022, oktobar 2021, april 2021-usmeni, jul 2013, oktobar 2010)
Resiti diferencijalnu jednacdinu: y'x + ylnx = y + ylny.
422. (januar 2017)
Resiti diferencijalnu jednadinu: xy + y? = (2x? + xy)y'.
423. (oktobar 2 2021-usmeni, jun 2014-usmeni, oktobar 2011-usmeni, oktobar-2 2009-usmeni)
Resiti diferencijalnu jednacinu: 2x(x? + y)dx = dy.
424. (februar 2016, februar 2011-usmeni)
Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine: y + x2sinx = xy'.
425. (septembar 2023)
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine: y' + ysinx = sinx.
426. (januar 2017)
Odrediti op$te resenje diferencijalne jednacine: y + x?cosx = xy'.
427. (januar 2018)
Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine: xy’ + 2y = x2.
428. (januar 2018)
Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine: xy’ + 2y + x = x? + 1.
429. (septembar 2022)
Nadéi opste re$enje diferenijalne jednacine: x?(x3 + 1)y’ + x(4x3 + 1)y = x3 — 2
430. (jul 2020-usmeni, oktobar 2010-usmeni, januar 2009)
Resiti diferencijalnu jednadinu: y' —y = 2x2\/§.
431. (februar 2016-usmeni, januar 2014-usmeni, januar 2009-usmeni)
Resiti diferencijalnu jednacinu: 2y’ + y3x =y .
432. (septembar 2017)
Resiti diferencijalnu jednacinu: xy’ =y + x*y3.
433. (januar 2023, januar 2018)
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine: xy' + 2y = \/;
434. (jul 2019, januar 2011)
Naci opSte resenje diferencijalne jednacine: y" + y = sinx.
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435. (februar 2022, februar 2019, jun 2010)
Resiti diferencijalnu jednadinu: y" + 2y +y = (1 + x)e™*.
436. (septembar 2024)
Resiti diferencijalnu jednacinu: y" — 2y’ + y = x2e*.
437. (januar 2015, jun 2013, januar 2010, septembar 2009)
Resiti diferencijalnu jednatinu: y" — 4y’ + 4y = (1 — x)e?*.
438. (februar 2013)
Resiti diferencijalnu jednatinu: y" — 4y’ + 3y = (1 — x)e?*.
439. (februar 2019)
Resiti diferencijalnu jednacinu: y" — 4y’ + 3y = (1 — x)e?* + x.
440. (februar 2019, januar 2014, februar 2012, septembar 2010)
Resiti diferencijalnu jednatinu: y" — 2y’ +y = x2e*.
441. (februar 2019)
Resiti diferencijalnu jednacinu: y" — 2y' — 3y = e*cos2x
442. (januar 2012, septembar 2010)
Odrediti opste resenje diferencijalne jednadine: y" — 7y’ + 12y = 3x + e**.
443. (oktobar 2023, februar 2017, februar 2016, februar 2015,jun 2014, februar 2011, januar 2009-usmeni)
Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine: y" — 7y’ + 12y = 4x + 3%,
444. (oktobar 2024, januar 2024)
Odrediti op$te resenje diferencijalne jednacine: y" + 7y’ + 12y = e™3% — 4x.
445.(januar 2014-usmeni)
Resiti diferencijalnu jednacdinu: y" — 3y’ + 2y = xe* — 6sinx.
446. (april 2022, januar 2017)
Resiti diferencijalnu jednadinu: y" + 2y’ = 9xe* + 5sinx.
447. (januar 2015-usmeni)
Nadi opste reSenje diferencijalne jednacine: y" + 17y’ + 72y = e~%* — 8x.
448. (oktobar 2022, januar 2010)
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine: y" + 17y’ + 72y = e™8%¥ — 9x,
449. (jul 2022, januar 2011)
Naci opste reSenje diferencijalne jednacine: y" — 17y’ + 72y = e + 9x.
450.(januar 2024, februar 2023, februar 2015, januar 2009)
Odrediti opSte resenje diferencijalne jednacine: y" + 16y = sin(4x) + 4x .
451. (jul 2024)
Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine: y" — 16y = e** + 4x .
452.(oktobar 2 2024, jun 2023)
Odrediti opSte resenje diferencijalne jednacine: y" + 9y = sin(3x) + 3x
453. (april 2023, oktobar-2 2018, oktobar-2 2016, oktobar-2 2014)
Odrediti opSte resenje diferencijalne jednacine: y" — 2y’ = sin(2x) + x .
454. (januar 2020, januar 2016, januar 2012)
Odrediti opSte resenje diferencijalne jednacine: y" — y' = sinx + e™* .
455. (januar 2016, jun 2010)
Odrediti opSte resenje diferencijalne jednacine: y" + y' = sinx + e™* .
456. (januar 2012)
Odrediti opste resenje diferencijalne jednadine: y" — 7y’ = x + e”*.
457. (oktobar 2019, januar 2011, septembar 2010, oktobar-2 2009)
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine: y" — 4y’ + 3y = sin(3x) + e3*.
458. (januar 2024, februar 2023, jun 2010-usmeni, septembar 2009-usmeni, januar 2009)
Nadi opste reSenje diferencijalne jednacine: y" — 9y = 3x + e3%,
459. (januar 2016-usmeni)
Postaviti diferencijalnu jednacinu cije ¢e opste resenje glasiti:y = C;sin2x + C,cos2x.
460. (januar 2013-usmeni)
Postaviti diferencijalnu jednacinu ¢ije ¢e opste resenje glasiti:y = Ce?* + C,e™%* .
461. (januar 2024)
Naci opste resenje diferencne jednacine: 3y,,; + 2y; = 1. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslov y, = 0i
komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecéava.
462. (oktobar 2024, januar 2024)
Naci opste resenje diferencne jednacine: 4y;,; + y; = 1. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslov y, = 0 i
komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.
463. (septembar 2018-usmeni)
Resiti diferencnu jednacinu:
yx+2)—8y(x+1)+16y =9
464.(oktobar 2021, januar 2019)
Naci opste resenje diferencne jednacine 2y;,, — 7y;+1 + 3y: = 6. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslove
Yo = 212y, = —11i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecava.
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465. (oktobar 2 2023, oktobar 2 2021)
Naci opSte reSenje diferencne jednacine 6y;., — 5y;4+1 + ¥ = 12. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove

Yo = 212y; = —11i komentarisati njegovo ponaSanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.
466. (januar 2024)
Naci opSte reSenje diferencne jednacine: 6y;,, — 13y,,, + 6y, = —1. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava

uslove y, = 0iy; = 11 komentarisati njegovo ponaSanje kada se parametar t neogranic¢eno uvecava.

467.(januar 2019)
Nadi opSte resenje diferencne jednacine 9y, ., — 3y;11 — 2y; = 2. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove
yo = 112y; = —11i komentarisati njegovo ponaSanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.

468. (oktobar 2 2024, jun 2023)
Nadi opSte resenje diferencne jednacine 9y, ., — 3y;+1 — 2y; = 8. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove
Vo = 21y; = 11 komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecéava.

469.(oktobar 2022)
Naci opste resenje diferencne jednacine 9y; ., — 9y;:+1 + 2y, = 2. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove
yo = 112y, = —11i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecava.

470. (jul 2023, septembar 2022, jul 2020, januar 2019, jul 2018)
Nacdi opste resenje diferencne jednacine 6y;,, — y:+1 — y¢ = 8. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslove y, =
1i2y, = —11i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecava.

471. (jul 2022, januar 2019, jun 2018)
Naci opste resenje diferencne jednacine 2y;,, — 3y;41 — 2y = 6. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove
Yo = 012y, = —11i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecava.

472. (septembar 2023, januar 2023, jul 2021, oktobar-2 2020)
Naci opSte resenje diferencne jednacine 2y;,, — 2y, + y; = 1. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslove
Yo = 012y, = —11i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecava.

473. (januar 2021)
Nac¢i opSte resenje diferencne jednacine 28y;,, + 29y;,1 + 6y, = 2. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslove
yo = 012y, = —11i komentarisati njegovo ponaSanje kada se parametar t neograniceno uvecéava.

474. (april 2021)
Naci opste resenje diferencne jednacine 28y;,, + 13y;,1 — 6y; = 2. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove
yo = 012y, = —11i komentarisati njegovo ponaSanje kada se parametar t neograniceno uvecéava.

475. (januar 2022)
Naci opste resenje diferencne jednacine 21y,,, — 10y, + ¥, = 12. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava
uslove y, = 01iy; = 2 i diskutovati njegovo asimptotsko ponasanje.

476. (februar 2022)
Naci opste resenje diferencne jednacine 21y,,, + 9y,.1 — 6y, = 24. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava
uslove y, = 01y, = 2 idiskutovati njegovo asimptotsko ponasanje.

477. (januar 2022)
Naci opste resenje diferencne jednacine 21y,,, + 23y,,1 + 6y, = 100. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava
uslove y, = 01y, = 2 idiskutovati njegovo asimptotsko ponasanje.

478. (oktobar 2 2022, april 2022)
Nacdi opste resenje diferencne jednacine 21y¢,, — 4y;41 — ¥; = 32. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove
yo = 112y, = —2 i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.

479. (februar 2023)
Nacdi opste resenje diferencne jednacine 12y;,, — y;+1 — 6y = 5. Odrediti partikularno reSenje koje zadovoljava uslove
Yo = 1iy; = 0 i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecava.

480. (april 2023)
Naci opste resenje diferencne jednacine 12y;,, + y;41 — 6y = 7. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslove
Yo = 1iy; = 0 i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograniceno uvecava.

481. (oktobar 2023, februar 2023)
Naci opSte reSenje diferencne jednacine 12y;,, — 17y;41 + 6y, = 1. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslove
Yo = 1iy; = 0 i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.

482. (januar 2024)
Naci opSte resenje diferencne jednacine 12y;,, + 25y;,1 + 12y, = 49. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava

uslove y, = 012y, = —3 i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.

483. (septembar 2024)
Naci opste resenje diferencne jednacine 12y;,, — 25y;,1 + 12y, = —1. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava
uslove y, = 0iy; = —1 i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.

484. (jul 2024)
Naci opste resenje diferencne jednacine 3y;,, + 10y,,1 + 3y, = 16. Odrediti partikularno resenje koje zadovoljava uslove
Yo = 012y; = —1 i komentarisati njegovo ponasanje kada se parametar t neograni¢eno uvecava.
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11. DEO
VEROVATNOCA

U jedanaestom delu upoznacdete se sa zadacima iz verovatnoce.

Zadaci su grupisani od laksih ka tezim.

Teorijska pitanja na usmenom:

1. Uslovna verovatnoca (definicija i osnovne osobine)
2. Pojam verovatnoce (definicija i osnovne osobine)
3. Bajesova formula

4. Uslovna verovatnoca i nezavisni dogadaji

Definicija 1: (verovatnoda i dogadaj)

Elementarni dogadaji su mogucdi ishodi slu¢ajnih eksperimenata. Oznacavaju se sa wi (i € I), a skup svih takvih elementarnih
dogadaja oznatavamo sa Q i nazivamo prostorom elementarnih dogadaja ili prostorom moguéih ishoda.

Dogadaj Ce biti svaki podskup skupa Q.

Presek dogadaja A i B oznacavamo sa A-B, ili samo sa AB, i definiSemo sa: AB ={w|oe A A®e B}.

Sli¢no, unija se definide sa: AU B = {0l oe A voe B},

a specijalno, kada AB = (J, uniju oznacavamo sa A + B.

Komplement, odnosno suprotan dogadaj, Adogadaja Aje A = Q\A.

Skup Q nazivamo izvesnim, a & nemogu¢im dogadajem.

Kada je skup Q konacan, a mi ¢éemo to ovde uvek pretpostavljati, verovatno¢u nekog slu¢ajnog dogadaja A =, u oznaci P(A),

definiSemo kao: P(4) = %, gde je n ukupan broj mogucih, a m ukupan broj povoljnih dogadaja, pod pretpostavkom da su svi

elementarni dogadaji jednako verovatni. Bi¢e naime: P(A) = Y,,e4 P(w), gde smo sa p(o) oznalili verovatno¢u elementarnog
0 <P(A) <1,zasvaki A

P(@) =0
dogalaja . Ovakva funkcija P ima sledeée osobine: P =1
P(AUB) =P(A) +P(B)— P(4B)
P(A) =1-P(4)

Specijalno, ako AB = J, onda P(A+B) = P(A) + P(B).

Definicija 2: (uslovna verovatnoca i nezavisni dogadaji)

Uslovnu verovatnoc¢u P(B | A) dogadaja B pod uslovom da se ostvari dogadaj A, pretpostavljajui da je

P(A) > 0, definiSemo kao: P(B|A) = PP(?AB)).Ovako definisana funkcija uslovne verovatnoée ima sledece osobine:
0<P(B|A) <1
P(@|A) =0
P(Al4) =1

P(B|A) =1, akojeAcB
P(B + C|A) = P(B|A) + P(C|A), ako je BC = @
P(B|A) + P(B|A) =1

Formula potpune verovatnoce. Niz skupova Ay, ...,An nazivamo razbijanjem izvesnog dogadaja Q ako je AiAj= &, za sve i #j, 1, A1
+ ...+ Ay = Q. JoS se kaze da ovakva kolekcija skupova ¢ini potpun sistem dogadaja, i za njega, uz pretpostavku P(Ai) > 0, za
svaki i vazi: P(B) = X7-; P(B|A;)P(4;), gde je B =Q proizvoljan dogadaj.

Specijalno za 0 < P(A) < 1: P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A).

Za dogadaje A i B kazemo da su nezavisni ako je P(AB) = P(A) P(B). Stoga se nezavisnost dogadaja moZze okarakterisati i
uslovom: P(B | A) = P(B).

485. (januar 2014, januar 2012)
U kutiji se nalazi 30 belih i 10 crvenih kuglica.
a) Izvla¢imo Cetiri kuglice iz kutije, jednu za drugom, tako Sto svaki put ponovo vratimo izvucenu kuglicu u kutiju, da bi
izvlacCenje ponovili iz kutije sa poc¢etnim brojem kuglica.
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b) izvlac¢imo 4 kuglice iz kutije, odjednom
Nacdi verovatnocu da ¢e od cetiri izvucene kuglice dve biti bele i dve crvene.
486. (januar 2018, januar 2011, januar 2011-usmeni, januar 2010)
Iz kutije u kojoj se nalazi 6 crvenih i 8 plavih kuglica na slu¢ajan nacin izvla¢imo tri kuglice:
a) odjednom
b) jednu za drugom sa vraéanjem.
Kolike su verovatnoce dogadaja: A - da izvucemo sve tri kuglice iste boje i B - da izvu¢emo tri kuglice plave boje.

487. (septembar 2014, oktobar-2 2013-usmeni, februar 2013, februar 2013-usmeni, januar 2012, septembar 2010-usmeni)
Da bi pronasao jednu knjigu, student ima nameru da obide tri biblioteke. Za svaku od biblioteka je jednako verovatno da
nema, odnosno da ima tu knjigu u svom knjiZnom fondu, a takode, ako biblioteka ima knjigu, verovatnoc¢a da je ta knjiga
slobodna jednaka je verovatnoci da je ista zauzeta. Kolika je verovatnoca da ¢e student dobiti trazenu knjigu?

488. (oktobar 2018)

U prvoj kutiji je 5 belih i 10 crvenih, a u drugoj 3 bele i 7 crvenih kuglica. Iz druge kutije smo u prvu prebacili jednu
kuglicu, a zatim smo iz prve kutije izvukli jednu kuglicu. Koja je verovatnoc¢a da smo izvukli belu kuglicu?

489. (januar 2018, januar 2011, jun 2009, januar 2009)

Iz kutije u kojoj se nalazi 6 crvenih i 8 plavih kuglica na slu¢ajan nacin izvlac¢imo 4 kuglice:

a) odjednom

b) jednu za drugom sa vraanjem.

Kolike su verovatnoce dogadaja: A - da izvucemo sve 4 kuglice iste boje i B - da izvu¢emo bar dve kuglice plave boje?

490. (februar 2014, februar 2011-usmeni, januar 2010)

Iz kutije u kojoj se nalazi 7 belih, 8 crvenih i 9 zelenih kuglica izvucene su odjednom 2 kuglice. Ispostavilo se da su te 2
kuglice razlic¢itih boja. Naéi verovatnocu dogadaja A da je jedna od njih bela i jedna crvena i dogadaja B da je jedna od njih
bela.

491. (jul 2014-usmeni, januar 2013-usmeni, januar 2012-usmeni, oktobar-2 2010, januar 2010)

U kutiji se nalaze dve kocke. Jednoj su tri polja oznacena brojem 1 i tri preostala polja brojem 2, dok su drugoj dva polja
oznacena brojem 1, a preostala Cetiri polja brojem 2. Slucajno izvla¢imo jednu kocku i bacamo je. Pretpostavimo da se
pojavio broj 1. Koja je verovatnoca da smo izvukli prvu kocku?

492. (septembar 2013)

Iz kutije u kojoj se nalazi 8 belih i 9 crvenih kuglica jedna kuglica je izgubljena. Da bismo, na osnovu eksperimenta, izveli
zakljucak o boji izgubljene kuglice, izvukli smo odjednom 3 kuglice i to 1 belu i 2 crvene. Na¢i verovatno¢u dogadaja B da je
izgubljena kuglica bele boje i dogadaja C da je izgubljena kuglica crvene boje.

493. (februar 2015, decembar 2011-apsolventski, oktobar 2011, januar 2010)

U prvoj kutiji ima b - belih i ¢ - crvenih, a u drugoj x - belih i y - crvenih kuglica.

a) Iz prve kutije prebacujemo jednu kuglicu u drugu kutiju, ne obracaju¢i paznju na njenu boju. Nakon toga, iz druge kutije
izvla¢imo jednu kuglicu. Kolika je verovatnoc¢a dogadaja A da je izvucena kuglica bele boje?

b) Pretpostavljajuci da je b=3 i c23, iz prve kutije prebacujemo 3 kuglice u drugu kutiju, ne obracaju¢i paznju na njihove
boje. Posle toga, iz druge kutije izvla¢imo jednu kuglicu. Kolika je verovatnoéa dogadaja B da je izvucena kuglica bele boje?

494, (februar 2018, februar 2016)

[z kutije u kojoj se nalazi b (b=2) belih i ¢ (¢22) crvenih kuglica na slu¢ajan na¢in izvla¢imo a (2 < a < b + ¢) kuglica.
Kolike su verovatnoce dogadaja: A - da izvucemo sve kuglice iste boje i B - da izvu¢emo bar 2 kuglice bele boje, ukoliko
kuglice izvlac¢imo:

a) odjednom

b) jednu za drugom sa vrac¢anjem?

495. (oktobar-2 2016-usmeni, oktobar-2 2014-usmeni, jul 2013)

U rulety, u jednoj igri, kuglica se moZe zaustaviti na jednom od polja oznacenih brojevima od 0 do 36. Posmatramo rezultat
13 odredenih igara. Kolika je verovatnoc¢a da se u posmatranim igrama kuglica zaustavi:
A -redom na svakom od brojeva 1 do 13 po jednom
B - na svakom od brojeva od 1 do 13 po jednom
C - svaki put na istom broju
D - svaki put na broju 3?
496. (oktobar 2016, januar 2016-usmeni, februar 2011)
Bacaju se dva nov¢ica Cetiri puta.
a) Odrediti verovatno¢u dogadaja da u sva Cetiri bacanja padne ista strana na oba nov¢ica
b) Odrediti verovatno¢u dogadaja da u sva Cetiri bacanja na nov¢i¢ima padne razli¢ita strana
¢) Odrediti verovatno¢u dogadaja da u jednom bacanju na nov¢i¢ima padnu iste, a u preostala tri bacanja razlicite strane.

56



12. DEO
FINANSIJSKA MATEMATIKA

U dvanaestom delu upoznacete se sa zadacima iz finansijske matematike.

Ova oblast retko dolazi na ispitu i ovde su dati primeri zadataka koji se uglavnom ponavljaju na ispitu.

Teorijska pitanja na usmenom:

Nominalna i efektivna interesna stopa (definicija, medusobni odnosi i osnovne osobine)
SloZen interesni racun

Bajesova formula

Prost interesni racun

Funkcija akumulacije i funkcija stope rasta akumulacije (definicija i osnovne osobine)

ik Wi

Definicija 1: (procentni ra¢un)

U procentnom racunu se javljaju sledece veli¢ine: G - glavnica (osnovna veli¢ina), P - prinos, p - procenat, tj. broj jedinica
prinosa na svakih 100 jedinica glavnice. Veli¢ine G, P i p stoje u proporciji G : P = 100 : p, odakle se dobijaju veli¢ine: G =

10£'P ,P = %,p = 102-P Iz po&etne proporcije sledi proporcija
G :100 =P : p, iz koje se dobija produZena proporcija (G£P): (100+p)=G:100=P:p.
. . . (G£P)p. . (G+P)-100 v . . . , s . .
Iz nje nalazimo prinos P = Tooip glavnicu G = ooz, ' A slucajeve kada je glavnica uvecana ili umanjena prinosom.

Definicija 2: (interesni racun)

U interesnim racunima javljaju se sledece veliCine: K - kapital,i - interes, p - interesna stopa koja kazuje koliko se novcanih
jedinica interesa plac¢a na 100 dinara kapitala za jednu godinu, t - vreme koje moZe biti dato u godinama g, mesecima miu
danima d.
Koriste se stalni brojevi 100 kada je vreme dato u godinama, 1200 kada je vreme dato u mesecima i 36000 ili 36500 kada je
vreme dato u danima, zavisno da li godinu ra¢unamo kao 360 ili 365 dana.
Velitine K. i. v i t stoi K:i=100:p-g K:i=36000:p-d

L P Je uproporcit K:i=1200:p-m K:i=36500:p-d
odakle se dobijaju velic¢ine K, i, pit.
Izracunavanje ukupnog interesa i kod potrosackog kredita od K dinara, uzetog na n jednakih otplata uz godiSnju interesnu

o/ i . _ Kp(n+1)
stopuod p%je = a0

Definicija 3: (sloZen interesni racun)

Krajnja vrednost kapitala Kn (uvecani ulog zajedno sa interesom na interes) pri godi$njem kapitalisanju nakon n godina je K,, =
Ky (1 + :ﬁ)n,gde je Ko pocetni kapital a p dekurzivna interesna stopa. Kapitalisanje pored godi$njeg u oznaci (pa) moze biti
Sestomesecno (ps), tromesecno (pd), mese¢no (pm), dnevno i neprekidno.

Racunanje i odobravanje kamate na kraju odredenog vremenskog intervala zove se dekurzivno raunanje interesa i oznacava

se slovom d uz interesnu stopu. Tako (pa) d znaci da je interesna stopa p% godisnja.
Ako se kapitalisanje vrsi m puta godiSnje uz interesnu stopu p% tada je krajnja vrednost kapitala Ko posle n godina K,,,, =
P mn
Ko (1 + 100m) :
Ako je kapitalisanje neprekidno uz godiSnju interesnu stopu p%, tada je krajnja vrednost kapitala Ko posle vremena t koje je
t

p
dato u godinama (t ne mora biti ceo broj) jednaka K; = Kyeioo .
Neka je p1% interesna stopa pri kapitalisanju m puta godisnje, a p% godisnja interesna stopa pri neprekidnom kapitalisanju.
Da bi krajnje vrednosti kapitala, pri neprekidnom kapitalisanju i pri kapitalisanju m puta godi$nje, na kraju obra¢unskog

perioda imale iste vrednosti, za interesne stope p i p1 vaZirelacijap = 100-m - In (1 + 1:01m) .

497. (jul 2021-usmeni, novembar 2020-usmeni, oktobar-2 2016-usmeni, oktobar 2015, septembar 2015, oktobar-2 2014-
usmeni, oktobar 2013, januar 2011-usmeni)
Odrediti funkciju akumulacije i stope rasta akumulacije u racunu prostih i racunu sloZenih interesa.

498. (januar 2014)
Odrediti funkciju akumulacije pri konstantnoj stopi rasta akumulacije.
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499. (oktobar-2 2016-usmeni, januar 2015-usmeni, januar 2015, oktobar-2 2014-usmeni, oktobar 2013, oktobar 2011-usmeni,
jul 2011, oktobar-2 2009-usmeni, septembar 2009)
Odrediti efektivnu godiSnju kamatu koja odgovara nominalnoj godiSnjoj stopi od 20% uz kapitalisanje:
a) polugodisnje
b) kvartalno
) neprekidno
500. (oktobar-2 2018-usmeni, januar 2017, februar 2015, februar 2014, januar 2011, januar 2011-usmeni, oktobar 2010,
januar 2010)
Odrediti efektivnu godiSnju kamatu koja odgovara nominalnoj godi$njoj stopi od 40% uz kapitalisanje:
a) polugodisnje
b) tromesec¢no
) neprekidno
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RESENJA

NS e w

10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Relacija p je relacija poretka na skupu realnih brojeva za n = 3. Za n = 4 relacija p nije relacija poretka jer npr. nije
antisimetri¢na (2 p-21i-2 p 2).

Relacija p je relacija poretka na skupu prirodnih brojeva, a na skupu celih brojeva nije jer nije antisimetri¢na (2 p-2i-2 p
2).

Relacija p jeste relacija poretka na skupu (1, +0), ali ne i na skupu R, jer na skupu R nije antisimetri¢na (7 p % i % p 7).
Re lacija p na skupu R zadovoljava osobine refleksivnosti i tranzitivnosti.

Relacija p jeste relacija poretka na skupu (1, +00), ali ne i na skupu R, jer na skupu R nije antisimetri¢na (7 p % i % p 7).
Relacija p jeste relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije broja 3 je {—3, - § 'é' 3}.
Relacija p jeste relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije broja 0 je {0}, klasa ekvivalencije broja 1 je {1,—1}, aklasa

ekvivalencije broja 2 je {2, —2,%, - %} )

Relacija p jeste relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije broja 0 je {0}, klasa ekvivalencije broja 1 je {1}, a klasa
ekvivalencije broja 2 je {2,%} .

Relacija p nije relacija ekvivalencije jer nije tranzitivna (7 p ; i % p—7i7nonp— 7).

Relacija p nije relacija ekvivalencije jer nije tranzitivna (1 p2i2p4 i1 nonp 4).

Relacija p jeste relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije broja 7 je {7, %}, a klasa ekvivalencije broja % je {; , %}
Relacija p jeste relacija ekvivalencije.

Nad skupom S = {1,2,3,4} moZe se definisati 15 razli¢itih relacija ekvivalencije.

Relacija pnp-1jeste relacija ekvivalencije na skupu A, pod uslovom da je p refleksivna i tranzitivna.

Funkcija f(x) nije ni ni “1-1” ni “NA”, pa nije bijekcija. Medutim, ako bi njen domen i kodomen definisali kao
f:[—3,+0) = [-12, + ), onda bi funkcija f(x) bila bijekcija. Funkcija g(x) je i “1-1”i “NA”, pa je bijekcija. 0Odgovarajuce
inverzne funkcije su: f~1(x) = =3 + V12 + x, f "1:[-12,+0) - [-2,+0)i g7 (x) = Vx—1,9g"1:R > R.

Zaa = 1 A b = 1 funkcija je bijekcija. f~*(x) = 2 — V1 — x, f~1:[0,1] - [1,2].

Sa matricom A su komutativne sve matrice oblika <ﬁ Sa ;) a,BER
21 2 -1
301 0f_
01 1 4|0
5 2 4 3
1 -2 1
Al=(0 1 =-2)
0 0 1
1 4 -3
Al=(0 -3 2 |
0 2 1
3

>
1l
|>-
—
N
U
N
N w
[
w =
\/

31 1
3 4 22
120
X=<O 0 9).
09 1
01 1
X=<2 2 2).
R
X=(3 4 5)'
11
=_<1).
2

Nema reSenja

-9 6 -—18
X=113 -4 24 |.

-8 2 -12

6 0 -3
X={-33 -21 -3].

-14 -12 1
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30.

31.
32.
33.
34.
35.

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.

47.

48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

-6 0 3
X= ( 3 -21 9)'
Zaa+-3=7r(A)=3,azaa=-3=1(4) =2.
Kako je r(A) = 2 = Matrica A ima dve linearno nezavisne vrste(kolone).
Kako je r(A) = 2 = Matrica A ima dve linearno nezavisne kolone.
Kako je r(A) = 2 = Matrica A ima dve linearno nezavisne kolone.

MozZe se formirati viSe od dva bazisna minora, a dva od njih su na primer:

2 i|—2 —4|.

2001-1 2
@2 = (353)
@2 =(3.3.7)
(e = (1.4).
e = (A1),
G- (L)
(x,v,2z) = (1,8,—-3).
w2 =(3.7.)
wy.n)=(377)
(=20
wy.n)=(373)
w2 =(357)
(= (E20)
(x,v,2z) = (0,7, —-2).

(x,v,2z) = (3,8,—4).

(x,v,2) = (2,7,-3).

(x,v,2z) = (1,11, —-4).

(x,v,2z) = (1,8,—-3).

(x,v,2z) = (1,17,-6).

(x,v,2) = (0,1,2).

(x,v,2) = (1,2,3).

Sistem nema resSenja

(x,v,2) = (2,26a — 25,16 — 13a).

Za a # 1 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (0,0,0),
azaa = 1 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja i ona su oblika (x,y,z) = (a,—a,a),a € R.

Zak 4 AN k +— g = sistem ima jedinstveno resenje: (x,y, z) = (0,0,0),

za k = 4 = sistem je ima beskona¢no mnogo resenja oblika: (x,v,z) = (—2a,—a, @), a € R.

azak =-— % = sistem je ima beskona¢no mnogo re$enja oblika: (x,y,z) = (% a,— %a, a) ,& ER.
Za a # 3 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (0,0,0),

azaa = 3 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja i ona su oblika (x,y,z) = (a,0,—a),a € R.
Zaa+1 A a#2 A a+ —2 = sistem ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = (0,0,0),

za a = 1 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja oblika (x,y,z) = (—«,0,a),a € R.

za a = 2 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja oblika (x,y,z) = (—a,a,3a),a € R,

. . " s . 7 1
azaa = —2 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja oblika (x,y,z) = (— 3% a,ga) ,& €ER.

—132 —2(5k+13) 2(7k+5) )
(k—4)(7k+45) " (k-4)(7k+45)’ (k—4)(7k+45)/’

45 . S o
Zak #4 N k#— ~ = sistem ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = (
za k = 4 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja,
45 . . S o
azak = —— = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.

Zaa # 1 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (0,0, %),

azaa = 1 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja oblika (x,y, z) = (%,@, a) ,& €ER.
) L . _ a+1 -1 -1
Zaa # 1 A a # —2 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = ((a—l)(a+2)'(a—l)(a+2)'(a—1)(a+2))'

zaa = 1 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja,

azaa = —2 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.
4 . . C . T

Zaa # 3 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.

7a—6

4 . . " - .
azaa = ;= sistem ima beskona¢no mnogo resenja oblika (x,y,z) = (3 -—a,—, a) ,& ER.
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66.

67.

68.

69.
70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.
84.

85.

86.

Za a # 7 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (%, —%, —%),
azaa = 7 =sistem ima beskona¢no mnogo resenja oblika (x,y,z) = (o,11 — 9,8 — 7a),« € R.
5(6—a) 5(a-8) 2(a—12))

34-7a’ 34-7a’ 34-7a

34 . s o
Zaa #+ - = sistem ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = (
34 . . N . .
azaa=— = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.

. . “ . 5 -5 -2
Zaa #+ 5 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (;,7,7),

. . v v . . 5-11a 3-5a
azaa = 5 = sistem ima beskona¢no mnogo re$enja oblika (x,y, z) = (a, PR

a-9 39-17a —-9a?+35a—42
-2(a?-3a+3) " -2(a?-3a+3)’ —2(a2—3a+3))'

Zaa # 1 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.

azaa = 1 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja oblika (x,y,z) = (5 — 4a,6 — 5a,a),a € R.
Za a # 1 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.

azaa = 1 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja oblika (x,y,z) = (5 — 4a,6 — 5a,a),a € R.
a+l 1 (a+1)2)

Zaa #1 A a # —2 = sistem ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = (—m,m, —

zaa = 1 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja: (x,y,z) = (1 —a—B,a,8),a,8 €R,
azaa = —2 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.

Za a # 0 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (1 — a, a,0),

azaa = 0 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja oblika (x,y,z) = (1,a,0),a € R.

Za a # 0 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (1 — a, a,0),

azaa = 0 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja oblika (x,y,z) = (1,a,0),a € R.

),aER.

Sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (

. o T 1
Zaa # 3 A a # —3 = sistem ima jedinstveno reenje: (x,y,z) = (LL—)
a+3 a+3 a+3
zaa = 3 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja: (x,y,z) = (1 —3a,1 —3a,a),a €R,
azaa = —3 = sistem je protivrecan, tj. nema resenja.

. L . 5—
Zaa # 3 A a # 4 = sistem ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = (3_2:, 0, ﬁ),
zaa = 4 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja: (x,y,z) = (3 —8a,a,7a — 1),a €R,

azaa = 3 = sistem je protivrecan, tj. nema reSenja.

Zaa # 3 A a # 4 = sistem ima jedinstveno reSenje : (x,y,2) = G, 0,0),

za a = 3 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja: (x,y,z) = (% a,a) ,X ER,
azaa = 4 = sistem ima beskona¢no mnogo reSenja: (x,y,z) = (7_7“, 0, a) ,a ER.

Za a # 5 = sistem je protivrecan, tj. nema reSenja.

4—a5—6,8 ) 3+305¢—7B a, ﬁ) a ﬁ €R.

a’?+2a+3 a+2)
3(a-1) ' a-1/’

azaa = 5 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja: (x,y, z,u) = (

Za a # 1 = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = (—1, -

azaa = 1 = sistem je protivrecan, tj. nema reSenja.

104132 . . .. . . 5a%2-41a+62  33a-72 15a—42
Za a + ——— = sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = ( , , )
8 4a%2-10a-2 ’4a?-10a-2" 4a%-10a-2
10+132 . . o . _
azaa = —_— = sistem je protivrecan, tj. nema reSenja.
Za a # —1 = sistem ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = (0,—2,0),

azaa = —1 = sistem ima beskona¢no mnogo re$enja oblika (x,y, z) = (4a,7a — 2,a), @ € R.
Za a # 7 = sistem nema resenja,
azaa = 7 = sistem ima beskona¢no mnogo resenja oblika (x,y,z,u) = (1,—«,0,a),a € R.
b%2+c?-a? a?+c?-b? a?+b?-c?
2bc '’ ' 2ab )

Sistem ima jedinstveno reSenje: (x,y,z) = ( oo

_ p Lo o _ (a’+6a-2b-8-3ab _  4(b-1) b;l)
Zaa # —5 A a # 2 = sist. ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = ( e @ @Dw@rs) ars)
Zaa = =5 A b # 1 = sistem nema resenja.

Zaa = =5 A b = 1 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z) = (1 - %a, a,%a),a € R.

Zaa =2 A b # 1 = sistem nema reSenja.

Zaa =2 A b =1 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z) = (1 + 2a,a,0),a €R.
4pq+10q+5p+41 p-2q-11 q+2)

@-NE+D ' @-D@+D ' p-7

Zap # 7 Ap # —1 = sist. ima jedinstveno resenje: (x,y,z) = (
Zap =7 A q # —2 = sistem nema resenja.

Zap =7 A q = —2 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z) = (2 —19a,q, %) ,a& €ER.
Zap = —1 A q # —6 = sistem nema resenja.

Zap = —1 A q = —6 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z) = (2 —3a, a,%),a ER.

3+7¢  b—4 4(a-1)(8a-3)+5(b—4)
5 " a-1’ 10(a—-1) ),a €R.

Zaa # 1 = sist. ima besk. mnogo resenja: (x,y,z,u) = (

Zaa =1 A b # 4 = sistem nema reSenja.
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Zaa =1 A b = 4 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z,u) = (%, a,2p + 4(3;801) ”3) ,a,B ER.

(-23a+4b-13)(a-2)-6(9-b) (19a+b-10)(a-2)+3(9-b)  9-b
9(a-2) ’ 9(a-2) "a-2

87. Zaa # 2 = sist. ima besk. mnogo resenja: (x,y,z,u) = ( ),a €R.

Zaa =2 A b # 9 = sistem nema resenja.
58+7-6a 9a—-196+1

3 ,a,f, 3 ),a,,[?ER.

Zaa =2 A b =9 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z,u) = (

6—7aa+10a—(5-ba)(5a—6) ) 3-2a-a(5-ba) a5 — ba) @ €ER.
a-2 a-2
51-35a-7(a-2)a 3-5a—-(a-2)a )
2 , a, > ,5), 2 €R.

19+9b -7 10-3b
,0!,—,—),0! €ER.
2-2b 2—2b" 2-2b

88. Zaa # 2 A b # 0 = sist. ima besk. mnogo resenja: (x,y,z,u) = (

Zaa # 2 A b = 0 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z,u) = (Za -

Zaa =2 A b # 1 = sistem ima besk. mnogo resenja: (x,y,z,u) = (Za +
Zaa =2 A b =1 = sistem je protivrecan tj. nema reSenja.

89. Lako se dokaZe da je niz monoton i ogranicen.

90. limyn(vVn+1—+vn)=1.
n—-o0 2

oL lim (345454 +2)=1
n—oo \2 2 2 2

. me1)2MHL

92. lim (05) =

93. lirgan = 1 =niz konvergira.
n-—

94. lima, =5.
n-—-o0

95. Najpre treba dokazati da je niz ogranicen i monoton => niz je konvergentan => niz ima tacno jednu tacku nagomilavanja.

96. Najpre treba dokazati da je niz ogranicen i monoton => niz je konvergentan => niz ima tacno jednu tacku nagomilavanja.

97. Pomocu integralnog kriterijuma konvergencije dokazuje se da je harmonijski red divergentan a hiperharmonijski
konvergentan.

98. a)Red X, %je hipeharmonijski red i kao u prethodnom zadatku treba dokazati pomoc¢u opsteg Kosijevog kriterijuma da
red konvergira.
b) Kako je% < %za n > 1 iz kriterijuma za redove sa pozitivnim ¢lanovima => da je konvergentan i red },;>_; n—13

99. a)Red X7, %je harmonijski red i kao u zadatku 104. treba dokazati pomocu opsteg Kosijevog kriterijuma da red divergira.

b) Kako je \/% > Tllza n > 1 iz kriterijuma za redove sa pozitivnim ¢lanovima => da je konvergentan i red },;°—; \/%
nnl
100.Kako je lim 224t = Zs1, zaklju¢ujemo da je red Y-, 7—: divergentan.
n—-oo U e n

n

2"n!
konvergentan.

nn

101.Kako je lim % = f < 1, zaklju¢ujemo da je red Y%_;
n—-oo

n

102. Funkcija je neprekidna u tacki x = 0 jer je lirggrf(x) = f(0) =0.
X—
Funkcija nije diferencijabilna u tacki x = 0 jerje f', (0) = +co.

103.Funkcija je neprekidna u tacki x = 3 jer je lirgl_f(x) = lirsrgf(x) =f(3)=0.
X— x—

Funkcija nije diferencijabilna u tacki x = 3jerje f'_(3) = -1+ f',(3) = 1.
104.Funkcija je neprekidna u tacki x = m jer je lim f(x) = lim f(x) = f(mw) = 0.
X—-TC X—-T

Funkcija nije diferencijabilna u tacki x = km jerje f'_(km) # f', (km).
105.Funkcija je neprekidna u tacki x = km jer je li}zn_f(x) = lilrcnj(x) = f(km) = 0.
X—KT X—KT

Funkcija nije diferencijabilna u tacki x = wjerje f'_(m) = -1 # f',(n) = 1.
106.Funkcija je diferencijabilna za x < —1jerje f' (x) = 2.

Funkcija je diferencijabilna za x > 1jerje f' (x) = 2.

Funkcija je diferencijabilnaza —1 < x < ljerje f' (x) = 2x.

Funkcija nije diferencijabilna za x = —1jerje f'_(—1) = oo.

Funkcija je diferencijabilna zax = 1jerje f'_(1) = f', (1) = 2.

Dakle, funkcija je diferencijabilna za svako x # —1.
1

107.y" = = .
Sinx-cosx 4
108.y" = 12x3e3¥" .
L 12x3
109y = =2
110, v/ = —12x°
Y= J1I—@x* 1?2
111. v' = _texd
-y 1+(Bx*+1)2 "
, _ 12x3
112, y' = 22

113.y" = —12x3sin(3x* + 1).
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x3

641+ 1+ Vidat (1+W)2f/m

115.Koristeéi nedjednakost sin(3x) < 3x < tg(3x) kojavaziza0 < x < %i primenom definicije za grani¢nu vrednost funkcije
sin (3x) _ 3 sin (3x) _ 3
- 2x

>a onda kako je f(x) = =

114.y' =

sin (3x v ve
% sto znaci

dokaZete najpre da vazi lim
x—0% x

parna funkcija sledi da je i lir(r)l_
X
sin (3x) _ 3
2 2°

116.a = 1,b = —g.

daje lim
x—0

. i1
117.5{1_7}01(1 —x)x = - 1

118.){2@ (g - arctgx); =1

119.y' (3) = -4.

120.sin(x + Ax) =~ sinx + cosxAx = sin(28°) ~ 0,469821.

121.sin(x + Ax) = sinx + cosxAx = sin(29°) =~ 0,484911.

122.Presecne tacke su M;(0,1) i M, (1,%). U prvoj tacki jednacina tangente je y = 1. U drugoj tacki jednacina tangente je y =
- %x + 1.

123.Data relacija je Maklorenov polinom treéeg stepena funkcije y = In i—i

124.P(x) =11+ 24(x —2) + 19(x — 2)?2 + 7(x — 2)3 + (x — 2)*.

125.arctg(2x) =~ 2x — §x3 .

126.cos3x =~ 1 — %xz + gx“.

3 4_
127. g(x) = cos(sinx) = 1 — %xz +%x4 => [y 225024900 _ 12

x—0 7x2+2x3 7
. 1 1 . 4g(x)-2x%+x® 1
128. g(x) = In(cosx + xsinx) ~ =x? —=x* => lim2900—2x +x 1
2 4 x—-0 3x3+5x% 3

129.Kako je P(x) = x° + 3x — 11 polinom neparnog stepena, zaklju¢ujemo da taj polinom ima bar jednu realnu nulu. Ukoliko
bi imao vi$e od jedne realne nule, npr. a i b i ako je a < b, tada bi kako funkcija f(x) = x> + 3x — 11, zadovoljava sve
uslove Rolove teoreme na [a, b] vazilo: (3¢ € (a,b))f’(§) = 0. Medutim, kako je f'(x) = 5x* + 3 > 0, zaklju¢ujemo da je
pocetna pretpostavka pogresna, tj. da jednacina ne moZze da ima viSe od jednog realnog resenja.

130.Kako je P(x) = x° + x% + 5x polinom neparnog stepena, zaklju¢ujemo da taj polinom ima bar jednu realnu nulu. Ukoliko
bi imao vise od jedne realne nule, npr. aib iako je a < b, tada bi kako funkcija f(x) = x5 + x3 + 5x, zadovoljava sve
uslove Rolove teoreme na [a, b] vazilo: (Elf € (a, b))f’(f) = 0. Medutim, kako je f'(x) = 5x* + 3x? + 5 > 0, zaklju¢ujemo
da je pocetna pretpostavka pogresna, tj. da jednacina ne moze da ima vise od jednog realnog resenja.

131.Kako funkcija f(x) = x(x — 1)(x — 3)(x + 1)(x + 4) ima 5 realnih nula iz Rolove teoreme => da postoje Cetiri reSenja
jednacine f'(x) = 0itox; € (—4,—1),x, € (—1,0),x3 € (0,1) i x4 € (1,3).

5+V5

132.Funkcija f(x) = vx — 1, zadovoljava uslove LagranZove teoreme na [2,6]. ¢ = S

f(b)-f(a) _ sinb—sina _

133.Neka je f(x) = sinx. Kako f(x) zadovoljava sve uslove Lagranzove teoreme na [a, b] => f'(¢) =

b—a b—-a
%.Kakojef’(x) =cosx => |f'(x)| <1=>
sina — sinb . .
|T <1 => |sina — sinb| < |a — b|.

134.Zax=0=>In(x+1)=0=>In(x + 1) = x.
Zax > 0 => U prethodnom zadatku dokazali smo dazaO<b<avaii%<ln%<%.Ako uzmemodajea=1,ab =
1 - =5 &b 4 abh x -
m,vazme0<b<a,]er]ex>0,pa—> - <lnb< > ,t].x+1<ln(x+1)<x—>ln(x+1)<x.
Dakle,zax >0=>In(x +1) <x.

X

COSX

|<

135. Kako je [sinx| < [x| < |tgx| => (deljenjem sa |sinx|) 1 < |Sinx

x 1 . T T _
: —>1Ssmﬁm(fe”e(—;6)) =>
1 < ¥ < cosx. Kako jelimcosx =1
x x—0 i
iz Leme o 2 policajca => da je lirroz% =1.
x—
136.Neka je f(x) = x — 3lnx. Kako je f(x) neprekidna funkcija na segmentu [1,e] i f(1) - f(e) < 0, iz Bolcanove teoreme
=>(EIE € (1,e))f(f) = 0. Dakle jednacina f(x) = 0 ima bar jedno reSenjeitojex = ¢&.
137.Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—oo,00).
4x

4+x2=0

lim =
x——c0 4 + x2
2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y-osomjey = 0.
3) Funkcija je negativna za x € (—o0, 0), a pozitivna za x € (0, ).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota je prava y = 0. Nema vertikalne asimptote. Nema kose asimptote.

0lim
X—00
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;_ 4(4—x%)

6)y' = iy => funkcija je rastuca za x € (—2,2), a opadajuca za x € (—o, —2) U (2, ). Funkcija ima maksimum u
tacki (2,1), aminimum u tacki (—2,—1).

v 8x(x?-12) e .
Ny = @ => funkcija je konveksna za x € (—2\/?, 0) u (2\/§,w), a konkavnaza x € (—00, —2\/?) U (0,2\/?).

Prevojne tacke su P; (—2\/§, - ‘/Z—E) ,P,(0,0) i P; (2\/§, ?)
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

138. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,6) U (6, +).

x2—2x—-15 x2—-2x—-15
lim =—00 lim = —00
X——00 x—6 X—-6~ x—6
x?—2x—15 x?—2x—-15
lim =400 lim = 400
X—00 x—6 x—6% x—6
2) Nule funkcije sux; = =3 ix, = 5. Presek sa y-osomjey = 2

3) Funkcija je negativna za x € (—oo,—3) U (5,6), a pozitivna za x € (—3,5) U (6, + ).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 6. Prava y = x + 4 je kosa asimptota.
x2—12x+27

6)y' = oo => funkcija je rastuca za x € (—o0,3) U (9, ), a opadajuca za x € (3,6) U (6,9). Funkcija ima minimum

u tacki (9,16), a maksimum u tacki (3,4).
Ny = (xii)3 => funkcija je konveksna za x € (6,), a konkavna za x € (—, 6). Nema prevojnih tac¢aka.

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

¥

T

139. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—00,—1) U (—1, 4 ).

x2+2x+5_ | x2+2x+5_
X—>—00 x+1 x->-1" x+1

x> +2x+5 x> 4+2x+5
lim—— =400 lim ————— =+
X—00 x+1 x-—1* x+1

2) Nema nula funkcije. Presek sa y-osom je y = 5.

3) Funkcija je negativna za x € (—oo, —1), a pozitivna za x € (—1, o).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —1. Pravay = x + 1 je kosa asimptota.
,  x%+2x-3

6) Y= (x+1)?

minimum u tacki (1,4), a maksimum u tacki (—3, —4).

=> funkcija je rastuc¢a za x € (—o0,—3) U (1, »), a opadajucéa za x € (—3,—1) U (—1,1). Funkcija ima
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Ny = ﬁ => funkcija je konveksna za x € (—1, ), a konkavna za x € (—oo, —1). Nema prevojnih tacaka.
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

¥
A

\

-

140. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—00,—1) U (-1, + ).

. x2+19x+34 . x2+19x+34
lim ——— = -0 lim —— = —©
xX——00 x+1 x—-1" x+1
. x4+ 19x+ 34 . x>+19x+34
lim—— =400 lim —— =4+
X—00 x+1 x>—1* x+1
2) Nule funkcije sux; = =17 i x, = —2. Presek sa y-osom je y = 34.

3) Funkcija je negativna za x € (—o0,—17) U (—2,—1), a pozitivna za x € (—17,—2) U (—1, +).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —1. Prava y = x + 18 je kosa asimptota.
, _ x*+2x-15

)y = (x+1)?

minimum u tacki (3,25), a maksimum u tacki (—5,9).

Ny = % => funkcija je konveksna za x € (—1, ), a konkavna za x € (—o0, —1). Nema prevojnih tacaka.

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

¥

.\JN
|
141. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—00,—1) U (-1, +x).
X2+ 7x+10 . x2+7x+10
lim ———— = —c0 lim —— = —
x—>—00 x+1 x->-1" x+1
x4+ 7x+10 o x2+7x+10
lim—— = +00 lim ———— = +4x
X—00 x+1 x->-1t x+1
2) Nule funkcije sux; = —51ix, = —2. Presek sa y-osom je y = 10.

3) Funkcija je negativna za x € (—o0, —5) U (—2,—1), a pozitivna za x € (—5,—2) U (—1, + ).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —1. Prava y = x + 6 je kosa asimptota.

6)y = x:;j—f)? => funkcija je rastuc¢a za x € (—o0,—3) U (1, »), a opadajucéa za x € (—3,—1) U (—1,1). Funkcija ima
minimum u tacki (1,9), a maksimum u tacki (—3,1).

Ny = (xf1)3 => funkcija je konveksna za x € (—1, ), a konkavna za x € (—oo, —1). Nema prevojnih tacaka.
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

.\JN
/_o’
142. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,6) U (6, +).
x2—7x+10 x2—7x+10
lim = —oolim = —00
X——00 x—6 xX—6 x—6
x2—7x+10 x2—7x+10
lim = 400 lim =400
X—00 x—6 x—6% x—6
2) Nule funkcije sux; = 21ix, = 5. Presek sa y-osomjey = -2

3
3) Funkcija je negativna za x € (—o,2) U (5,6), a pozitivna za x € (2,5) U (6, +0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 6. Prava y = x — 1 je kosa asimptota.
x2—12x+32

6)y' = Too? => funkcija je rastué¢a za x € (—o0,4) U (8, +0), a opadajuca za x € (4,6) U (6,8). Funkcija ima
minimum u tacki (8,9), a maksimum u tacki (4,1).
Ny = (X_LG)S => funkcija je konveksna za x € (6,+), a konkavna za x € (—o,6). Nema prevojnih tacaka.

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

[~

143. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—o0,—1) U (-1, +).

x?+4x+ 4 o x?+4x+4
= —o0 lim = —00
x--c0  x+1 x->-1- x+1
x?+4x+4 o x’+4x+4
lim——— =40 lim ——— = +4©
x-0 x4+ 1 x--1t  x+1

2) Nula funkcije je x = —2. Presek sa y-osom je y = 4.
3) Funkcija je negativna za x € (—oo,—2) U (—2,—1), a pozitivna za x € (—1, +).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —1. Prava y = x + 3 je kosa asimptota.
2
6)y' = (xx:lz; => funkcija je rastuc¢a za x € (—oo, —2) U (0, ®), a opadajuca za x € (—2,—1) U (—1,0). Funkcija ima

minimum u tacki (0,4), a maksimum u tacki (—2,0).
Ny = (x+2_1)3 => funkcija je konveksna za x € (—1, ), a konkavna za x € (—o, —1). Nema prevojnih tacaka.

66



8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

\JN
|1
144. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—00,—1) U (—1, +).
o x2+12x+20 x4+ 12x+20
lim ————= - lim ——— = —©
xX——00 x+1 x—-1" x+1
x2+12x + 20 o x?2+12x+20
im———=+o00 lim ———— =
x—00 x+1 x>—1% x+1

2) Nule funkcije sux = —2ix = —10 Presek sa y-osom je y = 20.

3) Funkcija je negativna za x € (—o0,—10) U (=2, —1), a pozitivna za x € (—10,—2) U (-1, +0).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —1. Pravay = x + 11 je kosa asimptota.
,  x?+2x-8

0y =%y

minimum u tacki (2,16), a maksimum u tacki (—4, —4).

Ny = (;81)3 => funkcija je konveksna za x € (—1, ), a konkavna za x € (—oo, —1). Nema prevojnih tataka.

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

/

. 3

145. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,1) U (1, + ).

x2+2x+1 x2+2x+1
lim = —ocolim -
x-o-0  x—1 x-1-  x—1
o xZ+2x+1 o x?+2x+1
lim————— =4+ lim ——— = +00
x—o0 x—1 x>t x—1
2) Nula funkcije je x = —1. Presek sa y-osom je y = —1.

3) Funkcija je negativna za x € (—oo,—1) U (—1,1), a pozitivna za x € (1, +).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 1. Prava y = x + 3 je kosa asimptota.
2_ox—
6)y = % => funkcija je rastu¢a za x € (—o0,—1) U (3, +), a opadajuca za x € (—1,1) U (1,3). Funkcija ima
minimum u tacki (3,8), a maksimum u tacki (—1,0).

7Ny = (x_81)3 => funkcija je konveksna za x € (1, +), a konkavna za x € (—oo, —1). Nema prevojnih ta¢aka.

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:
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146. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—00,—1) U (-1, +).

. 4x?+13x+10 . 4x?+13x+10
lim ——————=—00 lim ———— = -
x—=00 x+1 x->=1" x+1
4x2 4+ 13x + 10 . 4x?+13x+10
im—————— =40 lim ——————— =+4®
s x—00 x+1 x—>—1* x+1
2) Nule funkcije su x; = ——ix; = —2. Presek sa y-osom je y = 10.

3) Funkcija je negativna za x € (—o0,—2) U (—%, —1), a pozitivna za x € (—2, —%) U (—1,+).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —1. Prava y = 4x + 9 je kosa asimptota.
; _ 4x?+48x+3 _ o , 3 1 ., 3 41 .
6)y' = “Gr? => funkcija je rastu¢a za x € ( 0, 2) U ( > +00), aopadaju¢azax € ( > 1) U ( 1, 2). Funkcija

ima minimum u tacki (— %, 9), a maksimum u tacki (— ;, 1).
Ny = (x+2—1)3 => funkcija je konveksna za x € (—1, ), a konkavna za x € (—oo, —1). Nema prevojnih ta¢aka.

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

/

w»

147.Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—00,—2) U (=2, +x).

) x?—x—2 o (x?—x-2
lim (———|=—-0 lim|{— | =4
xX——00 x+ 2 X0 x+2

) x?—x-2 ] x2—x-2
lim [———)=—-00 lim (——— =4
x-=27 x+2 x->=2* x+2

2) Nule funkcije sux; = —1ix, = 2. Presek sa y-osomjey = —1.

3) Funkcija je negativna za x € (—oo, —2) U (—1,2), a pozitivna za x € (—=2,—1) U (2, +).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —2. Prava y = x — 3 je kosa asimptota.
2

6)y' = (Xx::; => funkcija je rastuc¢a za x € (—o0, —4) U (0, +0), a opadajuca za x € (—4,—2) U (—2,0). Funkcija ima

minimum u tacki (0, —1), a maksimum u tacki (—4, —9).
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7Ny = ﬁ => funkcija je konveksna za x € (—2,400), a konkavna za x € (—oo, —2). Nema prevojnih tacaka.
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:
¥

-

A

148. Analizom funkcije dobijamo:

149.

1) D = (—0,2) U (2,+x).

o x?2+8x+7 x> +8x+7
lim = —oo lim = -
X——00 x—2 x—-27 x—2
x2+8x+7 x2+8x+7
lim = 400 lim =
xX—+00 x—2 x—27% x—2 ;
2) Nule funkcije sux; = —1ix, = —7. Presek sa y-osomjey = —-.

2

3) Funkcija je negativna za x € (—o0,—7) U (—1,2), a pozitivna za x € (—=7,—1) U (2, 4+0).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 1. Pravay = x + 10 je kosa asimptota.

2 _px—
6)y = % => funkcija je rastu¢a za x € (—o0,2 — 3v3) U (2 + 33, +), a opadaju¢azax € (2 — 3v3,2) U

(2,2 + 3\/§) Funkcija ima maksimum u tacki (2 —3+3,12 - 6\/§), a minimum u tacki (2 +3+3,12 + 6\/§)
46
Ny =Gy

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

=> funkcija je konveksna za x € (2, +), a konkavna za x € (—, 2). Nema prevojnih tacaka.

¥

A\\_/

Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,1) U (1, + ).
o o x’+4x+4 x> +4x+4
lim ———— = —o0 lim —— =
x->—0 x—1 x->te0 x—1
2) Nula funkcije je x = —2. Presek sa y-osom je y = —4.

3) Funkcija je negativna za x € (—oo,—2) U (—2,1), a pozitivna za x € (1, +).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 1. Prava y = x + 5 je kosa asimptota.

2_ox—
6)y = ﬁ => funkcija je rastuca za x € (—o,—2) U (4, +0), a opadajuca za x € (—2,1) U (1,4). Funkcija ima

minimum u tacki (4,12), a maksimum u tacki (—2,0).
7Ny = (xi81)3 => funkcija je konveksna za x € (1, +), a konkavna za x € (—, 1). Nema prevojnih tacaka.
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

-

150. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,1) U (1, + ).

x2+8x+7 x2+8x+7
lim = —o00 lim =400
X——00 x—1 x—+00 x—1
2) Nule funkcije sux; = —1ix, = —7. Presek sa y-osom jey = —7.

3) Funkcija je negativna za x € (—o0,—7) U (—1,1), a pozitivna za x € (—=7,—1) U (1, + ).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 1. Prava y = x + 9 je kosa asimptota.
2_ox—
6)y' = x(xz_ixl);s => funkcija je rastuca za x € (—o0, —3) U (5, +0), a opadajuca za x € (—3,1) U (1,5). Funkcija ima
minimum u tacki (5,18), a maksimum u tacki (—3,2).
Ny = (;—21)3 => funkcija je konveksna za x € (1, +), a konkavna za x € (—, 1). Nema prevojnih tacaka.
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

¥
Ll

('.-d_\l :
151. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,7) U (7, +).
- x?—4x-5 . x?—4x-5
lim ——————= -0 lim ————— =+
X——00 x—=7 X—+00 x—=7
2) Nule funkcije sux; = —1ix, = 5. Presek sa y-osomjey = 2

>
3) Funkcija je negativna za x € (—oo,—1) U (5,7), a pozitivna za x € (—1,5) U (7, + ).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 7. Prava y = x + 3 je kosa asimptota.

2_
6)y = % => funkcija je rastu¢a za x € (—o0,3) U (11, +), a opadajuca za x € (3,7) U (7,11). Funkcija ima
minimum u tacki (11,18), a maksimum u tacki (3,2).

32
7)y

=Gy => funkcija je konveksna za x € (7,+), a konkavna za x € (—o, 7). Nema prevojnih tac¢aka.
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

AN

-

152. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,7) U (7,+x).

x> —9x + 4  x2—-9x+4
im ————=—® lim ————— =400
x--00  x—7 xo+0 X — 7
2) Nule funkcije su x; = 9_;/Eixz = 9+;/§. Presek sa y-osom jey = —%,

3) FunkKcija je negativna za x € (—00,9_‘2/@) (7, 9+‘2/E

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 7. Prava y = x — 2 je kosa asimptota.

2—14x+59 o . . .
6)y' = % => funkcija je rastuc¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstrema.
-20

Ny =65
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

), a pozitivna za x € (9_;/@, 7) (9+;/E, +°°)-

=> funkcija je konkavna za x € (7,+), a konveksna za x € (—o0, 7). Nema prevojnih tacaka.

¥
-

153. Analizom funkcije dobijamo:
X 1 .
Rl i e
2) Nule funkcije sux; = 0ix, = 1. Presek sa y-osom je y = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (—o0,0) U (1, +0), a negativna za x € (0,1).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Horizontalna asimptota je prava y = 1. Nema vertikalne asimptote. Nema kose asimptote.

2 —
6)y' = rhael s funkcija je rastuéa za x € (—00, -1- \/7) u (—1 ++2, +00), aopadaju¢azax € (—1 —-V2,-1+ \/7)

T (x2+1)2?
Funkcija ima minimum u tacki (—1 ++2, 1_2—\5), a maksimum u tacki (—1 -2, 1+2ﬁ).

" _ 2
Ny = % => funkcija je konveksna za x € (—00, -2- \/§) u (—2 ++/3, 1), a konkavnaza x €

(—2—+3,-2 +V3) U (1, +0). Prevojne tatkesu P; (—2 — V3, - 3+2“§) Py (-2+443, Sdi‘s) i P5(1,0).
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

ol
Vil >
154. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (=00, ).
G- oD
oo X241 ame x2+1

2) Nula funkcije je x = 1. Presek sa y-osom je y = 1.

3) ¥ = 0 na celom domenu.

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota je prava y = 1. Nema vertikalne asimptote. Nema kose asimptote.
_2(x%-1)

6)y' = D7 => funkcija je rastu¢a za x € (—oo,—1) U (1, +»), a opadajuca za x € (—1,1). Funkcija ima minimum u

tacki (1,0), a maksimum u tacki (—1,2).

Ny = Ax(3-2) => funkcija je konveksna za x € (—00, —\/§) v (0, \/§), a konkavna za x € (—\/E, O) u (\/5, +00). Prevojne

T (x2+1)3
tacke su P; (—\/§, 22—\5) , P, (\/5, #) i P;(0,1).
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:
¥

o

__ N

-
"

155. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (=,2) U (2, ).

. —2x%2+x+4 . —2x2+x+4
R e
o —2x2+x+4 o —2x’+x+4
i e ) e A
2) Nule funkcije sux; = ﬁ ix, = 1+Z§. Preseksay —osomjey = 1.

(2. L 1)

3) Funkcija je negativna za x € (—oo U (2,+400), a pozitivha za x € ( . 2

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Horizontalna asimptota je prava y = —2. Vertikalna asimptota je prava x = 2.
6)y = (7;__21)2 => funkcija je opadajuca za x € (g, 2), arastuéazax € (—00, 1—70) U (2, +0). Funkcija ima maksimum u
o1 (10 33
tacki (7 ,(?).)
o 2(8-7x - 8 8 . s 8
Ny = =t => funkcija je konkavna za x € (;, 2) U (2, ), a konveksna za x € (—00, ;). Prevojna tacka je P (;, 5
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

e
__,_,..---"""'/' x

-

156.Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,0) U (0, +).

x?—3x+2 x?—3x+2
lim > =11 > =400
X——00 X x—0~ X
x?—3x+2 o x?—-3x+2
lim =1lim =400
x—+00 x2 x-0% x2

2) Nule funkcije sux; = 1ix, = 2. Nema preseka say —osom jerx = 0 ¢ D.

3) Funkcija je negativna za x € (1,2), a pozitivna za x € (—,0) U (0,1) U (2, +0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Horizontalna asimptota je prava y = 1. Vertikalna asimptota je prava x = 0.

6)y' = 3;4 => funkcija je opadajuca za x € (0, g), arastu¢azax € (—oo,0) U G, +00). Funkcija ima minimum u tacki
4 1

G—3)

Ny = % => funkcija je konveksna za x € (—o0, 2), a konkavna za x € (2, +00). Prevojna tacka je P(2,0).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

157.Analizom funkcije dobijamo:

1) D = (—,2) U (2, +x).
%3 3

) ) X
xl—l>7—noo 42 —x)2 ooxlirzn‘ 42 —x)2 +eo

x3 x3
o TR g T T T

2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom je y = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0,2) U (2, +0), a negativna za x € (—,0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 2. Kosa asimptota je pravay = ix + 1.

2(6—.
6)y = 2(26_;)2 => funkcija je opadajuca za x € (2,6), arastucaza x € (—o0,2) U (6, +0). Funkcija ima minimum u tacki
(%)
Ny = (Zi’;y => funkcija je koveksna za x € (0,2) U (2, +), a konkavna za x € (—o, 0). Prevojna tacka je P(0,0).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

158. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—0,4) U (4, + ).

. x—2 . x—2
Jm e Ty = O Ty =+
. x—2 . x—2
Ao W e T
2) Nula funkcije je x = 2. Preseksay —osom je y = —é.

3) Funkcija je pozitivna za x € (2,4) U (4, +), a negativna za x € (—0, 2).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota je prava y = 0. Vertikalna asimptota je prava x = 4.

6)y' = (x:Z)B => funkcija je opadajuca za x € (—o0,0) U (4, +o0), arastuca za x € (0,4). Funkcija ima minimum u tacki

(0.5

" 2(x+2)
NY =Gy

P(-2-3).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

N—

=> funkcija je koveksna za x € (—2,4) U (4, +), a konkavna za x € (—o, —2). Prevojna tacka je

-

159. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—o0,-1) U (—1,0).

x3 x3
lim ———== -0 lim ———= = -0
e 2(x + 1)2 -2+ 1)2
3 %3
lim——= =40 lim ———— =—
ATz T oG D2
2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y —osom je y = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0, ), a negativna za x € (—o0,—1) U (—1,0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = —1.Kosa asimptota je pravay = %x - 1.

; _ x2(x+3)
T 2(x+1)3

6)y

=> funkcija je opadajuca za x € (—3,—1), arastuéa za x € (—o0, —3) U (—1, o). Funkcija ima maksimum u
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tacki (-3,—2).
Ny = (xi_j)‘* => funkcija je koveksna za x € (0, ), a konkavna za x € (—o0, —1) U (—1,0). Prevojna tacka je P(0,0).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
e

L

160.1) D = (—o, +0).

] 2x3 o 2x3
Al T O T
2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom je y = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0, +0), a negativna za x € (—, 0).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Kosa asimptota je prava y = 2x.
6)y' = % => funkcija je rastu¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstrema.
v 4x(3-x2)

Ny = IR => funkcija je konveksna za x € (—00, —\/§) U (0, \/§), a konkavna za x € (—\/§, 0) U (\/§, +00). Prevojne

tacke su P; (—\/§, - Zﬁ) ,P,(0,0)iP; (\/5, ?) .
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

-

161.1) D = (—0,0) U (0, +0).

. x>-8 o x5-8
lim = —o0lim T =~
xX——00 X x-0" X
5 _ 5 _ 8
lim =400 lim T =~
x-+00 X x—-0t X

2) Nula funkcije je x = ¥/8. Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je pozitivnha za x € (‘r{/g, +00), anegativnazax € (—00, i/@)
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota je prava x = 0. Kosa asimptota je pravay = x.

5
6)y' = xx%sz => funkcija je opadajuca za x € (—2,0), arastu¢a za x € (—oo0, —2) U (0, +0). Funkcija ima maksimum u
i 5
tacki (—2i6—0 E) .
7)y" = —= < 0 => funkcija je konkavna na celom domenu i nema prevojnih taéaka.

x6
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

Z\

162. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (—00,0) U (0, ).

6 1 6 1
lim (3x+———3) = —oolim (3x +———3> = +00
X—>—00 X X x—0~ X X
. 6 1 . 6 1
lim <3x+———> =400 lim (3x+———) = —00
xX—00 x x3 x—0+ x x3

2) Nule funkcije sux; = —\/23—‘/g

3) Funkcija je negativna za x € (—00, - ,? - 1) U <0, 23£ - 1), a pozitivna za x € <—\/23£ -1, 0> V] <\/23—\/§ -1, +00).

4) Funkcija je neparna.
5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 0. Kosa asimptota je prava y = 3x.
r_ 3(2-1)?

—1lix, = \/? — 1. Nema preseka sa y-osom.

6)y' = pram- 0 => funkcija je rastu¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstremnih vrednosti.
" 2_
Ny = % => funkcija je konveksna za x € (—1,0) U (1, +), a konkavna za x € (—o0,—1) U (0,1). Prevojne tacke

suP;(—1,-8)1P,(1,8).
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

163. Analizom funkcije dobijamo:
1) D = (=,0) U (0, ).

i 2 x*\ i 2 x*\
A\ T )T AT )T

(2 x* (2 x?
lim{—-———]=-0 lim|—-——) =+
x-0\Xx 4 -0t \x 4

2) Nula funkcije je x = 2. Nema preseka sa y-osom.

3) Funkcija je negativna za x € (—o0,0) U (2, 4+), a pozitivna za x € (0,2).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Finkcija nije periodi¢na.

5) Nema horizontalne asimptote. Vertikalna asimptota je prava x = 0. Nema kose asimptote.

—4—3
% => funkcija je rastu¢a zax € (—00, —W), a opadajuca zax € (—W, O) U (0, +0). Lokalni maksimum je

N _ .3
7Ny = 82732 => funkcija je konveksna za x € (0,2), a konkavna za x € (—,0) U (2, +). Prevojna tacka je P(2,0).
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

164.1) D = (—o0,—2) U [0, ).

X X
lim , =1 lim , =400
x——co\ X + 2 x-»>=2"\Nx + 2

X
lim [——==1f(0)=0
xL—t{«lD x4+ 2 f(
2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom je y = 0.
3) ¥ = 0 na celom domenu.

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Horizontalna asimptota je prava y = 1. Vertikalna asimptota sa leva je prava x = —2.
6)y' = ! => funkcija je rastuc¢a na celom domenu.
+2)? |2
7)y" = —22_ —> funkcija je konveksna za x € (—o0, —2), a konkavna za x € [0, +). Nema prevojnih tacaka.

3y |2
(x+2)3x pres

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

165.1) D = (—,2] U (4, +00).

lim |22 = 10, |22 = foo
x—l>—oo 4—x" xiT’f 4—x
. 2—x
fo [ = 1@ =0
oo . V2
2) Nula funkcije je x = 2. Presek say —osom jey = >

3) y = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota je prava y = 1. Vertikalna asimptota sa leva je prava x = 4.
-1

6)y' =—¥m=
(-2 [

Ny = u—_32 => funkcija je konveksna za x € (; 2], akonkavnazax € (—00, g) U (4,+) .Prevojna tacka je
(“4-x3@-x) [

P 5s)

< 0 => funkcija je opadaju¢a na celom domenu.
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

166.1) D = (—,0] U (2, ).

x3 x3
lim = 400 lim = +00
x——oo |x — 2 x-2%t | x — 2
X3
,lﬂ?o x_2=+oof(0)=0

2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y —osom je y = 0.
3) y = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 2. Kosa asimptota zdesna je pravay = x + 1,asalevay = —x — 1.
2(x—
6)y' = Lj% => funkcija je opadajucéa za x € (—oo,0] U (2,3), a rastuca za x € (3, +). Funkcija ima minimum u tacki
x-22 |5

(3,3V3).
Ny = 3—x3 => funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tac¢aka.
(x—2)3\/g

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

167.1) D = (=, —3) U [0, +0).

x3 x3
lim =400 lim =400
x-—oo [x + 3 x->-3"(x+ 3

x3

= +00f(0) =0

xl—l>r+noo x+3
2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom jey = 0.
3) y = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Vertikalna asimptota sa leva je prava x = —3. Kosa asimptota zdesna je pravay = x — g, asalevay = —x + %

2
6)y = @) _ funkcija je opadajuca za x € (—00, - 3)' arastuéazax € (— %, —3) U (0, +0). Funkcija ima

2 (X2
2(x+3) e

- i, 99
minimum u tacki (—-,-v3).
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Ny = = funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tacaka.

3
3 (X2
4(x+3) pres

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

W

-

168. 1) D = (-0, —2) U [0, +00).

x3 x3
lim =400 lim =400
x——oo,[x + 2 x->-2"x+ 2

X3
lim
x—+oo [ X + 2

2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y —osom je y = 0.
3) y = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota sa leva je prava x = —2. Kosa asimptota zdesna je pravay = x — 1,asalevay = —x + 1.

2
6)y' = LT)T => funkcija je opadajucéa za x € (—oo, —3), arastuca za x € (—3,—2) U (0, +0). Funkcija ima minimum
x+2)2 | =

= +00f(0) = 0

u tacki (—3,3V3).

_ x(2x2+12x+21)

Ny =
(x+2)3\lx7%

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

=> funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tac¢aka.

W

-

e

169.1) D = (—o,0] U (6, +0).

x3 x3
lim = 40 lim = 400
x—>-00.|X — 6 x-6* |x — 6

x3
lim, [7—g =+ @) =0

2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom jey = 0.

3) y = 0 na celom domenu.

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 6. Kosa asimptota zdesna je pravay = x + 3,asalevay = —x — 3.
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6)y' = — => funkcija je opadajuca za x € (—o0, 0] U (6,9), a rastuca za x € (9, +o0). Funkcija ima minimum u tacki
(x-6)2 =

(9,9v3).

7) y-v — 27x

———= => funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tacaka.
@-6)* |2

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

. 3

170.1) D = (=0,5] U (1, +00).

2x—1 2x—1
lim x = —oolimx =400
X——00 x—1 x-1t x—1

x—_11 - +°°f(%) =0

2) Nula funkcije sux; = 0,x, = % Preseksay —osomjey = 0.

3) Funcija je pozitivna za x € (0%) U (1, +0), anegativnhazax € (—0,0).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 1. Kosa asimptota je prava y = v2x + g .

(T

4x2-7x+2

6)y' =———F—
2(e-1)2 [222

Funkcija ima maksimum u taék<7_;/ﬁ, f (7—\/ﬁ)>’ a minimum u tac¢ki <7+Tm,f (7+—m)>

7—x/ﬁ) U (7+\/ﬁ, +Oo)_

), arastu¢azax € (—00, s s

=> funkcija je opadaju¢azax € (

8 8

7Ny = sz_l => funkcija je konveksna za x € (1, +), a konkavna za x € (—oo, %]. Nema prevojnih tacaka.
4(2x-1)(x—1)3 o

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
#\\_//

-
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171.1) D = (—o, ).
x+2 . x+2

= R V=
2) Nula funkcije je x = —2. Presek sa y —osom je y = V2.
3) Funkcija je negativna za x € (—oo, —2), a pozitivna za x € (—2,+).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Horizontalna asimptota zdesna je pravay = 1,asalevapravay = —1.

p o 2(1=x) T . e i _ - : vl
6)y' = Nz => funkcija je rastuc¢a za x € (—o,—1,), a opadajuca za x € (=1, 4+o0). Funkcija ima maksimum u tacki
(1,v3).

v 2(2x%-3x-2) _ o 1 1 . M
Ny = o => funkcija je konkavna za x € ( > 2), akonveksnazax € ( 0, 2) U (2,+). Prevojne tacke su

1 . 2V6
P (=31)i P (2757).
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

\

172.1) D = (—o0, ).
2 x2
e e
2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom je y = 0.
3) y = 0 na celom domenu.
4) Funkcija je parna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Kosa asimptota zdesna je pravay = x, a salevapravay = —x.
6)y' = x(2+x2%)
J@+x?)3

2-x2

Ny = Ty = >funkcija je koveksna zax € (—V2,+2), a konkavna zax € (—o,—V2) U (v¥2,). Prevojne tatke su
2V3) . 2y3

P (V2571 P (V2.52).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

=> funkcija je rastuéa za x € (0, ), a opadajuca za x € (—,0). Funkcija ima minimum u ta¢ki (0,0).

¥

173.1) D = [-1,1].
f(-1)=0,f(1)=0
2) Nule funkcije sux; = 0,x, = —1ix3 = 1. Preseksay —osomje y = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (—1,0), a negativna za x € (0,1).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.
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174.

175.

5) Funkcija nema asimptota.
8x2—

vz V2

, 4 o p V2 V2 ., 2 o ..
6)y' = Newre => funkcija je rastu¢a za x € (—1, - 7) U (7, 1), aopadajuéazax € (— 5 ,7). Funkcija ima minimum u
tacki (g, —2), a maksimum u tacki (— g, 2).
— 2_
7Ny = % > 0 =>funkcija je konveksna za (0,1), a konkavna za (—1,0). Prevojna tac¢ka je P(0,0).

8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

/N

L 4

1) D = (=00, ).
limwi/3x —x3 = +ooli7§)3\/ 3x—x3=—00
x—— x—

2) Nule funkcije sux; = 0,x, = V3 ix3 = —V/3. Presek say —osom je y = 0.
3) Funkcija je negativna za x € (—V/3,0) U (V/3, ), a pozitivna za x € (—o0, —v/3) U (0,V3).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Kosa asimptota je pravay = —x.
6)y = 1-x2

Y= 3[(Bx—x3)2
tacki (—1, —W), a maksimum u tacki (1, W)

" —2(x241) ce . .

Ny = Ho=ox => funkcija je konveksna za x € (_\/§, 0) U (\/g, 00), a konkavna zax € (—00, —\/§) V] (0,\/5). Prevojne
tacke su P;(—V/3,0),P,(0,0) i P;(V3,0).
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

=> funkcija je opadajuca za x € (—o,—1) U (1, ), arastu¢a za x € (—1,1). Funkcija ima minimum u

¥

1) D = (—oo,00).
lim (W+ Zx) = —o00 lim (3\’/}+ Zx) = +00
X——00 X—+00
2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom je y = 0.
3) Funkcija je negativna za x € (—oo,0), a pozitivna za x € (0, +o0).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Funkcija nema asimptota.

, 14632 o , . .
6)y' = ez => funkcija je rastu¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstrema.
Ny = #2_2 => funkcija je konveksna za x € (—,0), a konkavna za x € (0, +). Prevojna tacka je P(0,0).
X
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

-

176.1) D = (—o, ).
limoo(i/f— Vx + 1) =0 lizrnoo(i/} —Vx+ 1) =0
X—>— xX—
2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osomjey = —1.
3) Funkcija je negativna na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) y = 0 je horizontalna asimptota.
_ Ver?-Aa? G . 1 o _1
6)y’ ey eaeyd => funkcija je rastuéa za x € ( > +00), aopadaju¢azax € ( 0, ) Funkcija ima minimum u tacki
3

(-1.-v3).

)y = —23/G+5+2 Va8

T 9315 VxS

P;(—1,-1)i P,(0,-1).
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

=> funkcija je konveksna za x € (—1,0), a konkavna za x € (—o, —1) U (0, +). Prevojne tac¢ke su

L

—

177.1) D = (—o0, ).
lim (3\/ x* + xz) = toolim (i/x4 + xz) =400
X—>—00 X—00

2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y —osom je y = 0.
3) Funkcija je nenegativna na celom domenu.
4) Funkcija je parna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Funkcija nema asimptota.

; _ 2x(2x%+1)
6) y = 33/(x*+x2)2

7) y" = aalisn ) => funkcija je konveksna za x € < \/ 5+\/_> U (\/ 5+V33 +00> a konkavna za

=> funkcija je rastuca za x € (0, o), a opadajuca za x € (—, 0). Funkcija ima minimum u tacki (0,0).

SGrrne

( ’_Sh/_ ’_5+ >Prev01netackesuP1< ’_5+ 3’19 > ) P2<’_5+ 3’19 > )
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

¥
r

+

178.1) D = (=0, +00).

. 3 . 3
lim yx3—2=—- limy/x3 —2 = +o0
X—00

X——00
2) Nula funkcije je x = ¥/2. Presek sa y —osomjey = —3/2.
3) Funkcija je negativna za x € (—00, i/f), a pozitivna za x € (i/f, +00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Kosa asimptota je pravay = x.

6)y = s
Y = ear

4x

Y= oy

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

=> funkcija je rastu¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstrema

=> funkcija je konveksna za x € (—,0) U (¥/2,+), a konveksna za x € (0, V2).

¥
o

ﬁj/ Tx

a

179.1) D = (—o0,¥2) U (Y2, +0).

li * li * +

m ——= —00liM ———= +0

L ) x>0 3/x3 -2
2

2

T———=— lim +00

x x
e e

2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y —osom je y = 0.

3) Funkcija je negativna za x € (—0,0) U (0, W), a pozitivhazax € G/Z +00).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota je prava x = /2. Kosa asimptota je prava y = x.

, x(x3-4) e . . .. e .
6)y' = e => funkcija je rastu¢a za x € (—o,0) U (VZ,+00), aopadaju¢azax € (0, 3\’/7) U (W. VZ) Funkcija ima

maksimum u tacki (0,0), a minimum u tacki (VZ, 2)
7) yv _ 34(953+2)

VGa3=2)7
X € (—VZ W) Prevojna tacka je Pl(—W, —1).
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

=> funkcija je konveksna za x € (—00, —W) U (W, +00), a konkavna za
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180.1) D = (=0, —4] U [2, +0).

181.

lim (2x — 4 — /322 + 6x — 24) = —oolim (2x — 4 = /3x7 + 6x — 24) = +0
X——00 X—00
f(=4) =-12,f(2) = 0.
2) Nule funkcije sux; = 21ix, = 20. Nema preseka sa y-osom.
3) Funkcija je pozitivna za x € (20, +0), a negativna za x € (—o, —4] U (2,20).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Pravay = (2 - \/§)x— 4 —+/3 je kosa asimptota sa zdesna, a prava y = (2 + \/§)x— 4 + /3 je kosa asimptota sa leva.
; _ 2V3x2+6x-24-3x—3 _ oo s P e . g s

6)y' = e => funkcija je rastuca za x € (—o, —4] U (5, +0), a opadajuca za x € [2,5). Funkcija ima
minimum u tacki (5, —3).

81

7) y = J(Bx2+6x-24)3
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

> 0 => funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tacaka.

-

1) D = (—o,0] U [1, +0).

lim (x+ 1—+/x2 —x) = —oolim(x+1—\/x2 —x) =§
=00 X—00 2

fO=1f(1) =2

2) Nula funkcije je x = — ; Preseksay —osomjey = 1.
3) Funkcija je pozitivnha za x € (—% O] U [1, +0), a negativna za x € (—00, - %)
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Pravay = % je horizontalna asimptota zdesna. Prava y = 2x + %je kosa asimptota sa leva.

V2 —y—
6)y = % => funkcija je rastuca za x € (—oo, 0], a opadajuca za x € [1, +o0). Funkcija nema ekstremnih

vrednosti.

" 1 o . S
Ny = P iezEra > 0 => funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tacaka.
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

-

182.1) D = (—o0,—2| U [0, c0).

xli@w (Zx —+/3x% + 2x) = —oo)lcilzlo (2x —/3x2 4+ Zx) = +00
f(=9==3.f(0) =0,

2) Nule funkcije sux = 0ix = 2. Preseksay —osom je y = 0.

3) Funkcija je pozitivna za x € (2, +0), a negativna za x € (—, — g] U (0,2).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5)Pravay = (2 —v3)x — g je kosa asimptota zdesna. Pravay = (2 +v3)x + ? je kosa asimptota sa leva.

; _ 2V3x242x-3x-1 _ s s . (l ) . g (_ _E) ( l) s o
6)y' = Vs funkcija je rastuéa za x € 5 ®)a opadajucazax € ( —oo, ;)Y 0, 3) Funkcija ima minimum
u tacki (l, - l).
303
Ny = oo > 0 => funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tacaka.
X X

8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

—

183.1) D = (=0, —2] U [0, +0)

lL'm00 (—Zx —v/3x%+ 6x) = +oolirg (—Zx —/3x%+ 6x) = —00
xX—>— X
f(=2)=4,f(0)=0.
2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y —osom je y = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (—oo, —2], a negativna za x € (0, +).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5)Pravay = (—2 - \/§)x —+/3 je kosa asimptota zdesna, a prava y = (—2 + \/§)x + /3 je kosa asimptota sa leva.
,  —2V3x2+6x—3x-3 e . . s
6)y' = — e => funkcija je opadajuca za x € (—o0,—3) U [0,4+), a rastuca za x € (—3,—2] . Funkcija ima

minimum u tacki (—3,3).
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9

7) y = J(3x2+6x)3

> 0 => funkcija je konveksna na celom domenu i nema prevojnih tacaka.

N

-

184. 1) D(—oo, o).
lim ((x? — 8)e*) = 0lim((x? — 8)e*) = +o0
X——00 X—00
2) Nule funkcije su x; = 2v/2ix, = —2v2. Presek say —osom je y = —8.
3) Funkcija je negativna za x € (—2\/7, 2\/2), a pozitivna za x € (—00, —2\/?) U (2\/7, +00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Horizontalna asimptota sa leva je pravay = 0.

6)y' = e*(x? + 2x — 8) => funkcija je rastu¢a za x € (—o, —4) U (2, +0), a opadajuca za x € (—4,2). Funkcija ima
8
‘et

7)y" = e*(x? + 4x — 6) => funkcija je konveksna za x € (—00, -2 - \/ﬁ) U (—2 ++/10, +00), a konkavna za x €
(-2 —V10,-2 + V10). Prevojne tatke su P; (—2 — V10, (6 + 4v10)e 27V1%) i P,(—2 + 10, (6 — 4V10)e 2*V10),
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

maksimum u tacki (—4 ), a minimum u tacki (2, —4e?).

J‘\

.

185. 1) D(—o0, ).
lim ((3 —x2)e™*) = —colim((3 —x¥)e ™) =0
X——00 X—00

2) Nule funkcije su x; = V3ix, = —V3. Presek say —osomjey = 3.
3) Funkcija je pozitivna za x € (—\/§, \/§), anegativhazax € (—00, —\/§) U (\/§, +00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota sa desna je prava y = 0.
6)y' = e *(x? — 2x — 3) => funkcija je rastu¢a za x € (—oo, —1) U (3, +0), a opadajucéa za x € (—1,3). Funkcija ima
maksimum u tacki (—1,2e), a minimum u tacki (3,;—5).
7)y" = e *(—x? + 4x + 1) => funkcija je konkavna za x € (—o,2 —V5) U (2 + /5, +), a konveksna za x €
(2 = /5,2 + V5). Prevojne tatke su P, (2 — V5, (4V5 — 6)e¥52) i P,(2 + V5, (=45 — 6)e~27V5).
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

186.1) D = (—, ).
, —x2\ _ n7s —x2\ _
lim (xe™") = 0lim(xe™") =0
2) Nula funkcije je x = 0. Presek say —osom je y = 0.
3) Funkcija je negativna za x € (—o0, 0), a pozitivna za x € (0, ).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota je prava y = 0.

6)y' = e (1 — 2x%) => funkcija je rastuca za x € (—\/Z—E,g), aopadajuéazax € (—00, —g) V] (g, 00). Funkcija ima
maksimum u tacki (g,%), a minimum u tacki (— g, - %)
Ny = —2xe™**(3 — 2x%) => funkcija je konveksna za x € (—g, 0) U (g, oo), a konkavnaza x € (—oo, —g) U (O,g).
Prevojne tacke su P; (— g, - 2://—;) ,P,(0,0)iPs (g, zj—;).
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥

187.1) D = (—0, ).
lim xe_xT = Olimxe_xT =0
X—>—00 X—00

2) Nula funkcije je x = 0. Presek sa y —osom je y = 0.

3) Funkcija je negativna za x € (—o0,0), a pozitivna za x € (0, +o0).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota je pravay = 0.

x2
6)y' = e~ 2 (1 —x?) => funkcija je rastuca za x € (—1,1), a opadajuéa za x € (—oo, —1) U (1, +00). Funkcija ima
maksimum u tacki (1 ie), a minimum u tacki (—1, — i).

, Ve

x2
7)y" = x(x* = 3)e” z => funkcija je konveksna za x € (—V3,0) U (v/3,+), a konkavna za x € (—o,—v3) U (0,V3).
Prevojne tacke su P; (_\/§, —\/%) +P2(0,0) 1 Py (\/§, \/%)
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8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

¥

188.1) D = (—o,0) U (0, ).
1 1
lim xex = —co lim xex = +00
X—>—00 i X—>+010
limxex = 0 lim xex = 400
x—0~ x-0%
2) Nema nula funkcije. Nema preseka sa y — osom.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0, ), a negativna za x € (—oo, 0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 0. Kosa asimptota je pravay = x + 1.
1

gy funkcija je rastuc¢a za x € (—,0) U (1, +), a opadajuca za x € (0,1). Funkcija ima minimum u tac¢ki

Ny = e—j => funkcija je konveksna za x € (0, ), a konkavna za x € (—o0, 0).
X
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

-

189.1) D = (—,0) U (0, ).

2 2
lim (3x — 1)ex = —oolim(3x — 1)ex = +o0
X——00 2 X—00 2
lim (3x — 1)ex = 0 lim (3x — 1)ex = —o0
x—0~ x—-0%

2) Nula funkcije je x = i Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je pozitivha za x € G, 00), anegativnaza x € (—o,0) U (0, %)

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 0. Kosa asimptota je prava y = 3x + 5.

2
¥(3x%-
"= w => funkcija je rastu¢a za x € (—o0, —0) U (0,1 - ?) U (1 + ?, +00), a opadajuca za
xe(1-2,1+%)
3 3

6)y

Funkcija ima minimum u tacki (1 + \/3—5, (2 + \/§)e3_‘/§), a maksimum u tacki (1 — ?, (2 — \/§)e3+‘/§).

2
v 4ex(2x-1)
=—0

Ny => funkcija je konveksna za x € (%, 00), a konkavna za x € (—o,0) U (0, %) Prevojna tacka je P G,%e“).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

190.1) D = (—0,0) U (0, ).

1 1
lim <(x - 2)e7> = —oolim <(x —2)e x| =400
X——00 X—00

lim ((x - Z)e_§> = —o0 lim ((x - Z)e_*_?) =0
x—-0 x—0%

2) Nula funkcije je x = 2. Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je pozitivna za x € (2, ), a negativna za x € (—o0,0) U (0,2).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota sa leva je prava x = 0. Kosa asimptota je pravay = x — 3.

1
e x(x2+x-2)

6)y' = — = funkcija je rastuc¢a za x € (—o0, —2) U (1, o), a opadajuca za x € (—2,0) U (0,1). Funkcija ima
maksimum u ta¢ki (—2, —4+/e), a minimum u tacki (1,_?1).
1
Ny = ex(j+2) => funkcija je konveksna za x € (g, 00), a konkavna za x € (—o,0) U (O, g) Prevojna tacka je P (é,%)
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:
¥
)
I
191.1) D = (—,3) U (3, ).
1 1
lim <(x + 3)e;> = —oolim ((x + 3)e§> = 400
X—>—00 X—00
x L
lim | (x+3)ex3)=01lim | (x+ 3)ex—3 | = +co
x—3~ x-3%
2) Nula funkcije je x = —3. Preseksay —osom jey = ek
3) Funkcija je pozitivna za x € (—3,3) U (3, o), a negativna za x € (—oo,—3).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 3. Kosa asimptota je pravay = x + 4.
1
—3(x2—
6)y' = %3;“6) => funkcija je rastu¢a za x € (—o0,1) U (6, ), a opadajuca za x € (1,3) U (3,6). Funkcija ima
- . 3 . s 4
mlmmumlu tacki (6,9 \/E), a maksimum u tacki (1, \/_E)'
Ny = % => funkcija je konveksna za x € (g, 3) U (3, ), akonkavna za x € (—00, %) Prevojna tacka je
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192.

193.

33 72
P(E1%).
137 13%/e13

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
\\/
1) D = (—00,—1) U (-1, +).
lim (x — 1)ex+1 = —oolim(x — 1)ex+1 = +0
X——00 N X—00 N
lim (x —1exx1 =0 lim (x — 1)ext1 = —00
x—>—1" x->—1*
2) Nula funkcije je x = 1. Preseksay —osomjey = —e .

3) Funkcija je pozitivna za x € (1,+), a negativna za x € (—o,—1) U (—1,1).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = —1. Kosa asimptota je prava y = x.
1
Y+1(v2
6)y' = % => funkcija je rastuca na celom domenu i nema lokalnih ekstrema.
exl?(—3x—5)

- = iia i oo —2 _5_ — i “ka i
Ny = D => funkcija je konveksna zaxe( 0, 3),akonkavnazaxE( 3 1)U( 1, +0). Prevojna tacka je

5 -8
P (_ 3’ 3@) ’
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

-

1)D = (-»,1) U (1, ).
1 -1
lim (x — x%)ex—1 = —oolim(x — x?)ex1 = —0
X—>—00 1 X—00 1
lim (x — x?)ex1 = +oo0 lim (x — x%)ex-1 =0
x-1" x-1*
2) Nula funkcije je x = 0. Preseksay —osomjey = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0,1), a negativna za x € (—,0) U (1, +).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Vertikalna asimptota sa leva je pravax = 1.
ex_Tll(—Zx2+2x—1)

A
6)y' = 3
ekstremnih vrednosti.

=> funkcija je rastu¢a za x € (—, 1), a opadajuca za x € (1, +0). Funkcija nema lokalnih

-1
" Y1(—2x2+4x—
7Ny = % => funkcija je konveksna za x € (0,1), a konkavna za x € (—o,0) U (1, +0). Prevojna tacka je

P(0,0).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

L 4

194.1) D = (—0,0) U (0, +00).

-1 -1
lim (x? + x)ex = +oolim(x? + x)ex = +o0
X——00 1 X—00 1
lim (x2 + x)ex = —o0 lim (x?> + x)ex =0
x—0~ x—0%
2) Nula funkcije je x = —1. Preseksa y —osomjey = 0.
3) Funkcija je negativna za x € (—1,0), a pozitivna za x € (—o0,—1) U (0, +0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Vertikalna asimptota sa leva je prava x = 0.

-1
ex (2x%+2x+1)

6)y' = => funkcija je opadajuéa za x € (—,0), a rastuéa za x € (0, +). Funkcija nema lokalnih
ekstremnih vrednosti.

. exx?
7Ny = % => funkcija je konkavna za x € (—1,0), a konveksna za x € (—o, —1) U (0, +o0). Prevojna tacka je
P(-1,0).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

195.1) D = (—o0,— ) u (=3, +0).
er eZX

li 0 li = +o0
L e el T
er e2x

R T e P
2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osom je y = 1. ’
3) Funkcija je negativna za x € (—00, - %), apozitivnazax € (—%, +00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota sa leva je prava y = 0. Vertikalna asimptota je prava x = —é .

, _ 4xe?™ N p .2 1 1 N -
6)y' = D’ => funkcija je rastuca za x € (0,+), a opadajucazax € ( 0, 2) U ( > 0). Funkcija ima minimum u

tacki (0,1).
v 4e**(4x?+1)
Ny = (2x+1)3

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

=> funkcija je konkavna za x € (—00, - %), a konveksna zax € (—%, +00).
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196.1) D = (~o0,~2) U (=3, +).
3x e3x

lim =0 lim = 400
x-»-001 + 3x x-+01 + 3x
e3x e3x

li =—o00 li

,ﬁ”_’g- T+3x T 3x
3

2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osom je y = 1.

3) Funkcija je negativna za x € (—00, - i) a pozitivna za x € (— § +00).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota sa leva je prava y = 0. Vertikalna asimptota je prava x = —% .
;. 9xe* . ) . 1 1 G ..
6)y' = RYERE => funkcija je rastuca za x € (0, +o0), a opadajuéazax € ( 0, 3) U ( 3 0). Funkcija ima minimum u
tacki (0,1).
_9e3¥(9x?+1)

s 1 1
Ny = 307 => funkcija je konkavna za x € (—00, _E)' a konveksna za x € (— 3 +00).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
Ll

-

197.1) D = (=00, —V3) U (—V3,v3) U (V3, +0).

e* e* e*
m <m> =0 Jlim (m) = e lim (m) =7

e* e* e*
() v m (5) o ()
2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osom jey = — %
3) Funkcija je negativna za x € (—\/§, \/§), a pozitivnazax € (—00, —\/§) U (\/g, +00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota sa leva je prava y = 0. Vertikalne asimptote su prave x; = v3ix, = —/3.
X(y2_9n_
6)y = % => funkcija je rastu¢a za x € (—00, —\/§) U (_\/§, —1) U (3,4 ), a opadajucazax € (—1,\/§) u
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198.

199.

1

2e
eX(x*—4x3+12x+15)

Ny = —y > funkcija je konkavna za x € (—V3,V3), a konveksna za x € (—o0, —V3) U (V/3, +0).

8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

o

(\/§, 3). Funkcija ima maksimum u tacki (—1, - ), a minimum u tacki (3, %)

1) D = (—o0,00).

2 2
lim = :1 = +oolim* :1 =0.
X—>—00 € xX—00 €

2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osomjey = 1.

3) Funkcija je pozitivna na celom domenu.

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota zdesna je pravay = 0.

—x2 —
6)y' = % => funkcija je opadajuca na celom domenu i nema ekstremnih vrednosti.
" 2_
7Ny = x:—;“ => funkcija je konveksna za x € (—o,1) U (3, ®), a konkavna zax € (1,3). Prevojne tacke su P; (1,%) i
10
P, (3.%).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
r

—

1) D = (—o0, ).

. 2x%+x+1 . 2x%4x+1

lim —— =400 lim —— = 0.
xo—c0 e~ x—+00  e¥

2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osom je y = 1.

3) Funkcija je pozitivna na celom domenu.

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota zdesna je pravay = 0.

9.2
6)y = % => funkcija je opadajuca za x € (—o,0) U (; +00), arastuazax € (0, g) Funkcija ima minimum u tacki

3 L)
2’ Ve3/)'
=> funkcija je konveksna za x € (—OOE) U (3, 4+ ), a konkavna zax € G, 3). Prevojne tacke su P; (

(0,1), a maksimum u tacki (

" 2_
7))’ — 2x°—-7x+3

1

2%)
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. 3

200.1) D = (—o0, ).
. x%+2 . x%+2
xlfr—noo( exz ) - O,ICH?O( exz ) =0.
2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osom je y = 2.
3) Funkcija je pozitivna na celom domenu.
4) Funkcija je parna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota je prava y = 0.

_ 2
6)y' = % => funkcija je rastuca za x € (—o,0), a opadajuca za x € (0, o). Funkcija ima maksimum u tac¢ki (0,2).

" - 2
7Ny = % => funkcija je konveksna za x € (—o,—1) U (1, ), a konkavna zax € (—1,1). Prevojne tacke su

P (12)in (1)

8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

¥

_//\

201.1) D = (—0,0) U (0, ).

li —1 =11l ! =0
x—l>7—noo(e" — 1) - xllgo(e"— 1) N

1 1
tip () = oo () =
2) Nema nula funkcije. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0, ), a negativna za x € (—oo, 0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota zdesna je prava y = 0, a saleva je prava y = —1. Vertikalna asimptota je prava x = 0.
6)y' = ﬁ < 0 => funkcija je opadajuca na celom domenu.
Ny = e();(xl:r;? => funkcija je konveksna za x € (0, ), a konkavna za x € (—0,0).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥

202.1) D = (—0,0) U (0, ).

lim (e:l_c-x) = 4oolim (ei-x) = —o00

X——00 N X—POOl
xlirgl_ (ex-x) = Oxlirggr (ex-x) =+

2) Nema preseka sa y —osom.

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 0. Kosa asimptota je pravay = —x + 1.

—(e%+x2>
6)y' = —— < 0 => funkcija je opadajuca na celom domenu.
1
Ny = ex(i—tzx) => funkcija je konveksna za x € (— %, 0) U (0, o0), a konkavna za x € (—00, - %) Prevojna tacka je

P( 1 ez+2)
2’ 2e2 )’

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥

203.1) D = (—oo,—1].
f(-1) = Oxl_l;moo(\/e"‘ —e) = +co.
2) Nula funkcije je x = —1. Nema preseka sa y —osom.
3) ¥ = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Nema asimptota.

6)y = Z\/%T—e < 0 => funkcija je opadajuéa na celom domenu.
e *(e *-2e)

Ny = o
P(=In2 — 1,/e).

=> funkcija je konkavna za x € (—In2 — 1, —1], a konveksna za x € (—o, —In2 — 1). Prevojna tacka je
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

204.1) D = (—o0,—-1) U (—1,1) U (1, ).

205.

1 1 1
[ 122 ) = [ —x2 ) = 122 ) =
im (e7) = 1lim (=) = 1 tim_(e57) = 0
xiizri+ (e1—x2) -|—ooxlim (e1—x2) = -|—oo)£ll¥. (e1—x2) =0
2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osom je y = e.
3) Funkcija je pozitivna na celom domenu.
4) Funkcija je parna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota je prava y = 1. Vertikalna asimptota sa leva je prava x = 1, a vertikalna asimptota zdesna je
pravax = —1.
1
, _ 2xe1—x?
6) y - (1_x2)2
u tacki (0, e).

1
" 1-x2(—3x% 2
7y = %ﬁz;‘}m => funkcija je konkavna za x € <—00, - 2+3\/7> u ( ’2+3‘/7, 00>, akonveksnazax €

<—@,—1> u(-1,1)u <1@>

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

=> funkcija je rastu¢a za x € (0,1) U (1, ), a opadajuéa za x € (—o0, —1) U (—1,0). Funkcija ima minimum

¥
s

L 4

1) D = (=00, ).
xl_L)moo(ex € ) = Oigglo(ex‘e ) =0.

2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osomjey = é

3) Funkcija je pozitivna na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Horizontalna asimptota je prava y = 0.

6)y' = e* " (1 — e*) => funkcija je rastuca za x € (—o, 0), a opadajuca za x € (0, ). Maksimum je tatka M (0 é)

7)y" = e* "¢ (e2* — 3e* + 1) => funkcija je konkavna za x € (lni In 3+‘/—) akonveksna za x € ( © ln%ﬁ) u

3—V5 3-V5 3+V5 3+/5
(ln 3+\/_ ) Prevojne tacke su P; (ln3 m L m__T)le (ln 3+‘/_ e _T>.
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

L 4

206.1) D = (—o0, ).
lim (e‘x'e_x) = Olim(e'x“"_x) =0.

X—>—00 X—00 1

2) Nema nula funkcije. Presek sa y —osomjey = =

3) Funkcija je pozitivna na celom domenu.

4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota je prava y = 0.

6)y' = e *¢ (e * — 1) => funkcija je rastu¢a za x € (—o,0), a opadajuca za x € (0, o). Funkcija ima maksimum u
a1

tacki (O'Z)'

7)y" = e *"¢ (e 2¥ — 3¢™* + 1) => funkcija je konkavna za x € (—ln3+T‘/§, —In g), a konveksna za x €

3 5 3 3+V5_3+V5\ _\VE 3-V5_3-V5
3+2\/—) U (—ln3 V5 3+V5  In )IPZ (_ln¥’eln )

(—00, —In - 00). Prevojne tacke su P; (—ln S e 2 2 2 2

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
e

L

207.1) D = (—o0, ).
. e*—e™¥ . erf—e™*
xl—l>7—noo (e"+e"‘) = _19511?0 (e"+e"‘) =1
2) Nula funkcije je x=0. Presek sa y —osom je y = 0.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0, +o0), a negativna za x € (—oo, 0).
4) Funkcija je neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota sa desna je pravay = 1,asalevay = —1.

6)y' = m > 0 => funkcija je rastuca na celom domenu i nema lokalnih ekstrema.

v —8(e*—e™¥)

Ny = ey => funkcija je konkavna za x € (0, +0), a konveksna za x € (—o, 0). Prevojna tacka je P(0,0).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

sl
208.1) D = (0, ).
2 2
lim In“x+2inx = toolim In“x+2inx =0.
x—0% x X—00
2) Nule funkcijesux =1ix = iz Nema preseka sa y —osom.
e

3) Funkcija je negativna za x € (9_12 1), a pozitivnazax € (0?12) U (1, 00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Horizontalna asimptota sa desna je prava y = 0. Vertikalna asimptota je prava x = 0.
2
6)y = Zi# => funkcija je rastuéa za x € (e‘ﬁ, eﬁ), aopadajuéazax € (O,e‘ﬁ) U (eﬁ, +00). Funkcija ima
maksimum u tacki (eﬁ, 21+ \/f)e'ﬁ), a minimum u tacki (e'ﬁ, 21— \/f)e‘/i).

" 2y Inx—
Ny = w=> funkcija je konkavna za x € (i, ez), akonveksnazax € (O, i) U (e?, +0). Prevojne tacke su

1 . 8
P (Go—e)iPa (et 3).
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

ol
209.1)D = (2,3) U (3, ).
i x2—4x+4 oli x2—4x+4 N
_ = _—— 0]
el In(x —2) il In(x —2)
i x2—4x+4 i x?—4x+4 N
—_— -0 _— o0
o In(x—2) s In(x —2)
2) Nema nula funkcije. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je negativna za x € (2,3), a pozitivna za x € (3, ).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Vertikalna asimptota je prava x = 3.
6)y = GplinGe2)-1) funkcija je opadajuc¢a za x € (2,3) U (3,\/5 + 2), arastuazax € (\/E +2, 00). Funkcija ima

n2(x-2)
minimum u tacki (Ve + 2,2e).
v 2In?(x-2)-3In(x—2)+2

7) y = In3(x-2)

=> funkcija je konkavna za x € (2,3), a konveksna za x € (3, ).
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210.

211.

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥

1) D =(1,2) U (2,).
li ( x—1 ) 0li ( x—1 ) +
— —_— = o0
<1 \In2 (x—1) e \In? x—-1)
l,(x—1)+l,(x—1)+
_ | = o0 —_— = 0]
A\ — D A \n2(x — D
2) Nema nula funkcije. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je pozitivna na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Vertikalna asimptota je prava x = 2.

6)y' = % => funkcija je opadaju¢aza x € (2,e? + 1), arastuca za x € (1,2) U (e? + 1, ). Funkcija ima minimum
2
u tacki (ez + 1,%).
6—2In(x—1)

7Ny = DD = funkcija je konkavna za x € (e® + 1,), a konveksna za x € (1,2) U (2,3 + 1). Prevojna tatka je

3,12
P (e +1, 5 )
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

N

1) D = (0,1) U (1, ).
x x
lim — =0lim—= 4o
x—-0% In x x-00 [N x
x X

lim — = —o0lim — = 4+
x->1" Inx x-1% Inx

2) Nema nula funkcije. Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je negativna za x € (0,1), a pozitivna za x € (1, ).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota je prava x = 1.

6)y = 11;:2;1 => funkcija je opadajuca za x € (0,1) U (1,e), arastuca za x € (e, +). Funkcija ima minimum u tacki (e, e).
" - 2
7Ny = ili?j: => funkcija je konkavna za x € (0,1) U (e?, +), a konveksna za x € (1, e2). Prevojna tacka je P (ez,%).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:
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-

212.1) D = (0,e) U (e, +o0).
xlggal—lnx= xiTwl—lnx=_
2x

x
AT - TN Tk T

2) Nema nula funkcije. Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je pozitivna za x € (0, e), a negativna za x € (e, +).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota je prava x = e.

6)y' = % => funkcija je rastu¢a za x € (0,e) U (e, e?), a opadajuca za x € (e?, +). Funkcija ima maksimum u tacki
(e?,—2e?).

7Ny = ;((13__—;7;?3 => funkcija je konveksna za x € (0,¢e) U (e3,+), a konkavna za x € (e, e?). Prevojna tatka je
P(e3,—e3).

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

N

213.1) D = (0,2) U (3, +o0).

[ _— [ e o0
xlggg1+lnx Oxl—l»trnoo1+l)rclx +
lim ——=—oolim ———— =400
xfln‘1+lnx xi’?*1+lnx
2) Nema nula funkcije. Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je negativna za x € (O, é), a pozitivnazax € G, +00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Vertikalna asimptota je prava x = £

;. Inx P s 1 1 Z s i vy, 4
6)y' = Wrmo? => funkcija je opadajuéazax € (0, e) U (e s 1), arastuca za x € (1, +0). Funkcija ima minimum u tacki

1-inx

= preFTE => funkcija je konkavna za x € (0,&) U (e, +), a konveksna za x € G, e). Prevojna tacka je P (e,g).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

r
b

214. 1) D = (0, 4).

Colnx -1 ]
lim = —00 lim
x—0% X x—>+00 X

Inx —1
=0

2) Nula funkcije je x = e. Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je pozitivna za x € (e, +0), a negativna za x € (0, e).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Horizontalna asimptota sa desna je prava y = 0. Vertikalna asimptota sa desna je prava x = 0.

-1 - . - o ) s
6)y' = 2 znx => funkcija je rastu¢a za x € (0, e?), a opadajuca za x € (e?, +). Funkcija ima maksimum u tacki (ez,iz).
X e

Ny = 21%_5 => funkcija je konveksna za x € (Ve5, +), a konkavna za x € (0,Ve®). Prevojna tatka je P (\/e_s, 2;;)
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
-~

.

215.1) D = (4, +»).

1-In(x—4) o 1—-In(x—4)
- - 4w lim ———==0
x—4+ x—4 xX—+00 x—4

2) Nula funkcije je x = e + 4. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je negativna za x € (e + 4,+400), a pozitivhazax € (4,e + 4).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota sa desna je prava y = 0. Vertikalna asimptota sa desna je prava x = 4.
_ In(x-4)-2

6)y = T = funkcija je opadajuca za x € (4,e? + 4), arastuca za x € (e? + 4, +). Funkcija ima minimum u tac¢ki
2 -1
(e + 4, ez).
Ny = % => funkcija je konkavna za x € (4 + Ves, +00), a konveksna zax € (0,4 + \/e_s) Prevojna tacka je
5 =3
P(4+VeS—%).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

L 4

vas

216.1) D = (—0,3).

2-In(3- 2—-In(3 -
x—>3~ x—3 X——00 x—3
2) Nula funkcije je x = 3 — e?. Presek say —osom je y = ln33—2.
3) Funkcija je negativna za x € (3 — e?, 3), a pozitivna za x € (—, 3 — e2).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Horizontalna asimptota sa leva je prava y = 0. Vertikalna asimptota sa leva je prava x = —3.
6)y' = % => funkcija je opadajuéa za x € (3 — e3,3), arastuca za x € (—,3 — e2). Funkcija ima maksimum u
1, 1
tacki (3 - e3,e—3).
7Ny = %S;x) => funkcija je konkavna za x € (3 — e7/2,3), a konveksna za x € (—o, 3 — e7/2). Prevojna tacka je
_,7/2 _5
P (3 € '2\/6_7)'

8) Grafik funkcije ima slededi izgled

¥
J‘\

L 4

217.1) D = (1, +400).
. 2 _ : 2 —
xlﬂm((x -1 In?(x— 1)) = Oxl_l)inoo((x -1 In*(x — 1)) = +oc0.
2) Nula funkcije je x = 2. Nema preseka sa y —osom.
3) y = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Funkcija nema asimptota.

6)y' = In(x — D)[In(x — 1) + 2] => funkcija je opadaju¢azax € (1 + :—z, 2), arastutazax € (1,1 + 8—12) U (2, +).

Funkcija ima minimum u tacki (2,0), a maksimum u tacki (1 + ei,é).

2
v 2finx-1+1]
Ny ="To

jeP(1+32,2).

=> funkcija je konkavna za x € (1,1 + i), a konveksna za x € (1 + é, +00). Prevojna tacka
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

218.1) D = (—o0, ).
limc>o In(x?-8x+17) = +ooli1§] In(x? —8x + 17) = +o0.
X—— x—
2) Nula funkcije je x = 4. Preseksay —osom je y = In17.
3) ¥ = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Funkcija nema asimptota.

6)y' = % => funkcija je opadajuca za x € (—, 4), a rastuca za x € (4, ). Funkcija ima minimum u tac¢ki (4,0).
" -_ 2 -—

7Ny = %m => funkcija je konkavna za x € (—,3) U (5, ), a konveksna za x € (3,5). Prevojne tacke su

P;(3,1n2) i P,(5,In2).
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

-

219.1) D = (—o0, ).
lim In(x? — 6x +10) = +oolirg In(x? — 6x + 10) = +o0.
X—

X—>—00
2) Nula funkcije je x = 3. Presek say —osom je y = In10.
3) y = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Funkcija nema asimptota.
2(x-3)

6)y' = Terrig = funkcija je opadajuca za x € (—, 3), arastuca za x € (3, ). Funkcija ima minimum u tacki (3,0).
7Ny => funkcija je konkavna za x € (—o0,2) U (4, 4+0), a konveksna za x € (2,4). Prevojne tacke su

_ 2(-x*+6x-8)
T (x2-6x+10)2
P,(2,In2) i P,(4,In2).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

-

220. 1) D = (—o0, o).
lim (In(e®®* —5e*+ 7)) =In7 lirg(ln(ezx —5e¥ + 7)) = +oo0.
xX—

X—>—00
2) Nula funkcije je x; = In2ix, = In3. Presek say —osom je y = [n3.
3)y > 0zax € (—,Iln2) U (In3,+),ay < 0zax € (In2, In3).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota sa leva je prava y = In7. Kosa asimptota zdesna je prava y = 2x .
6)y' = % => funkcija je opadajuéaza x € (—00, In g) arastuéazax € (lng, 00). Funkcija ima minimum u
o 5 3

tacki (ln > In g)

w _ e*(—5e**+28e*-35)
7) y = (e?*—5e¥+7)2

(ln 14_m, In 14+5m). Prevojne tacke su P; (ln 14—\/H, f (ln 14—5\/H)> iP, (ln 14+5‘/H, f (ln 14+5\/H)).

14—-+v21 14++/21
5\/_) U (ln Sr, 00), a konveksna za x €

=> funkcija je konkavna za x € (—oo, In

5 5
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

¥

T

/
A

221.1) D = (0, o).
xlirggr(lnzx —4lnx+3)= +oo£m(ln2x —4Inx + 3) = +o0.
2) Nule funkcije sux = e i x = e3. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0,e) U (e3, +), a negativna za x € (e, e3).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 0.

6)y = Anx-2) _, funkcija je opadajucda za x € (0,e?), arastuca za x € (e?, ). Funkcija ima minimum u tacki (e?, —1).
v 2(3-Inx)
x2

Ny = => funkcija je konkavna za x € (e3,»), a konveksna za x € (0, e3). Prevojna tacka je P(e3, 0).
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

. 3

222.1) D = (0, o).
lirggr(x(lnz x = Inx?)) = 0lim(x(In* x — Inx?)) = +oo.
X— X—
2) Nule funkcije su x = 1ix = e2. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je pozitivna za x € (0,1) U (e?, »), a negativna za x € (1,e?).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Nema asimptota.
6) y' = In?x — 2 => funkcija je opadajucaza x € (e‘ﬁ, eﬁ), arastuéazax € (O, e‘ﬁ) U (eﬁ, 00). Funkcija ima
minimum u tacki (eﬁ, (2 - Zﬁ)eﬁ), a maksimum u tacki (e“/i, (2 + 2\/7)6“/5)
2inx

Ny = —— => funkcija je konkavna za x € (0,1), a konveksna za x € (1, o). Prevojna tacka je P(1,0).
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

AR

223.1) D = (0, ).
y Inx y Inx 0
xirgk Vx N ooxl—m') Vx -
2) Nula funkcije jex = 1. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je negativna za x € (0,1), a pozitivna za x € (1, ).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.
5) Horizontalna asimptota zdesna je prava y = 0. Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 0.

6)y = 22_\/1;( 0 => funkcija je opadajuca za x € (e?, ), a rastuéa za x € (0, e?). Funkcija ima maksimum u tacki (ez,g).
" 3lnx-8 PP 3 3 . v . 3 8
Ny = W => funkcija je konkavna za x € (0, \/e_s), a konveksnazax € (\/e_g, 00). Prevojna tacka je P (\/e_s, ﬁ)
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

A
N I
224.1)D = (—1,0) U (1, + ).
i, () = ol (nzg) = o
xallq" nz—l - xgglo nxz—l_
lim (ln ad ) = —oolim (lnL) =+
x—0~ x2-1 x—1*t 21
2) Nule funkcije sux; = 1_2—ﬁix2 1+‘/— . Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je pozitivhaza x € ( 1, i) U (1 1+\/—) anegativnazax € (—‘/— 0) (1+2\/§' +oo).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 1. Vertikalna asimptota sa leva je prava x = 0. Vertikalna asimptota zdesna je

pravax = —1.
6)y =— x(’;; 5 => funkcija je opadajuéa na celom domenu i nema lokalnih ekstremnih vrednosti.

Ny = - Xl => funkcija je konkavna za x € (—v/5 — 2,0), a konveksna za x € (—1, —v/v/5 — 2) U (1, +). Prevojna
x2(x2-1)2

tacka je P, <—\/\/§ -2,f (—\/\/g - 2)) .
8) Grafik funkcije ima sledeci izgled:

-

225.1) D = (=1,0) U (1, +).

x3 x3
lim (lnx2 — 1) = +4oc0 lim (lnx2 — ) = 400

x-—-1* xX—+00

x3 x3
xlggl- <lnx2 — 1) - —ooxlir% (lnxz - 1) =t

2) Nula funkcije jex = x; (—1 < x; < 0). Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je pozitivna za x € (x;,0) U (1, +), a negativna za x € (—1,x;).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 1. Vertikalna asimptota sa leva je prava x = 0 . Vertikalna asimptota zdesna je

pravax = —1
2_
6)y =—

x(x2— 1)

=> funkcija je opadajuca za x € (—1,0) U (1 \/_) arastuéazax € (\/_ +00) Funkcija ima minimum u

107



tacki (\/§, %5) .

—x*+8x%2-3

Ny = T > funkcija je konkavna za x € (—1, —\/4 - \/ﬁ) v (\/4 + 13, +00), a konveksna za x €
(—V4—V13,0) U (1,V4 + VI3). Prevojne tatke su Py (—J4 — VI3, f (V4 - \/ﬁ)) i P (J4 +VI3,f (Va+ \/ﬁ)) .

8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

-

226.1) D = (—o0,—1) U (0, +0).

3 x3
lim In =400 lim In = +o00
x->-1 x+1 x-+00 x+ 1
3 %3
limIn = —oo lim In = 400
x-0t x+1 x-—c0 x+1

2) Nula funkcije je 1 < x; < 2. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je pozitivna za x € (—oo, —1) U (x4, +00), a negativna za x € (0, x).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna. Funkcija nije periodi¢na.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 0. Vertikalna asimptota sa leva je pravax = —1.

6)y' = xz(i:j) => funkcija je opadajuca za x € (—00, - 2), arastuazax € (—2, —1) U (0, +0) . Funkcija ima minimum u
tacki (-2, 1n2).

7Ny = % => funkcija je konkavna za x € (—00, _3%‘/?) U (0, +), a konveksna za x € (%_‘E, —1). Prevojna tacka

je P, (_S;ﬁ,f (—3:/5)) .

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

227.1)D = (0,e) U (e, +).

1+inx Lli 1+inx
xgtgl‘fl—lnx_ x%l—lnx_
li 1+Inx o 1+inx

= —00 —_—
xiren—l—lnx xigkl—lnx

2) Nula funkcije je x = i Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je pozitivha za x € G, e), anegativhazax € (0, é) U (e, +).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Horizontalna asimptota zdesna je prava y = —1. Vertikalna asimptota je prava x = e.
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;o 2
6) y = x(1-Inx)?

_ 2(Inx+1)
7) y = x2(1-Inx)3
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

=> funkcija je konkavna za x € (0,&) U (e,

—

Inx+1
im ————
x>0t x —xlIlnx
Inx+1
im ————
L x—e~x —xlnx
2) Nula funkcije je x = = Nema preseka sa y —osom.

228.1) D = (0,e) U (e, +0).

=> funkcija je rastu¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstremnih vrednosti.

+00), a konveksna za x € (é, e). Prevojna tacka je P; e, 0) .

Inx+1

im————=
xo0x —XxInx
Inx+1

o lim ———— = —
x—etx —xlnx

3) Funkcija je pozitivna za x € G, e), anegativhazax € (0, i) U (e, +).

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Horizontalna asimptota zdesna je prava y = 0. Vertikalna asimptota je prava x = e.x = 0 je vertikalna asimptota

zdesna.
;_ InPx+1
6) y o= x2(1-Inx)?
v 2lnx(Inx—Inx+2)
7) y = x3(1-Inx)3
P (1,1).
8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

=> funkcija je konkavna za x € (0,1)

¥
J‘\

L 4

=> funkcija je rastu¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstremnih vrednosti.

U (e, +), akonveksna za x € (1, e). Prevojna tacka je

229.1)D = (0,2) u (%, +w0).
x(lnx —2) x(lnx —2)
= = + o0
x-0* Inx +2 x>0 Inx + 2
x(Inx—-2) " x(Inx—2)
- lnx+2 _l,1+ Inx+2

x—>1
e2

2) Nula funkcije je x = e2. Nema preseka sa y —osom.

3) Funkcija je negativna za x € (e—lz, ez), a pozitivnazax € (0,

4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

1 2
ez) U (e?, +0).

5) Nema horizontalnu asimptotu. Vertikalna asimptota je prava x = e2. Nema kose asimptote.

, _ In’x
6) y = (Inx+2)?
4inx
7) y = x(Inx+2)3

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:
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=> funkcija je rastuc¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstremnih vrednosti.

=> funkcija je konveksna za x € (O,Q—lz) U (1, +), a konkavna za x € (6—12, 1). Prevojna tackaje P;(1,—1) .



-

230.1) D = (0, +0).
lirgk In(ln?x—Inx+1) = +oolirgln(ln2x —Inx+1) =+
X xX—
2) Nule funkcije sux; = 1i x, = e. Nema preseka sa y —osom.
3) Funkcija je negativna za x € (1, e), a pozitivna za x € (0,1) U (e, +0).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.

5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 0.
2lnx—-1

6)y' = T —Ty => funkcija je rastu¢a za x € (\/E, +00), a opadajucazax € (0, \/E). Funkcija ima minimum u tacki
3

(emd)

7Ny = Anxrin xoed? funkcija je konkavna za x € (e, +), a konveksna za x € (0, e). Prevojna tacka je P; (e, 0) .

x2(In2x—Inx+1)2
8) Grafik funkcije ima slede¢i izgled:

\"lli

\

231.1) D = (—,2)(4, +).

lim Inyx?—6x+8 = +oolimiInx?2—6x+8=+00
X—00

X—>—0
lim In\/x%2 — 6x +8 = —oo lim In+/x%2 — 6x +8 = —
x-27 x—4t
2) Nule funkcije sux; = 3 —+v/2 i x, = 3 + V2. Presek say —osom je y = InV8.
3) Funkcija je negativna za x € (3 - \/Z, 2) U (4,3 + \/Z), a pozitivnazax € (—00, 3- \/E) 0] (3 + \/Z +00).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Vertikalna asimptota zdesna je prava x = 4. Vertikalna asimptota sa leva je prava x = 2.

6)y = x2:>j+8 => funkcija je rastuca za x € (4, +), a opadajucéa za x € (—oo, 2). Funkcija nema lokalnih ekstrema.
" _ 2 -—
Ny = ﬁ => funkcija je konkavna na celom domenu i nema prevojnih tacaka.
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

L 4

232.1)D = [2,+w),f (3) = 0.

. Vl+inx
lim ———=0
X—-+00 X

2) Nula funkcije je x = i Nema preseka sa y —osom.

3) ¥ = 0 na celom domenu.
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Horizontalna asimptota zdesna je pravay = 0.
6)y = —2lnx—-1

)y = 2V1+inxx?
(= 5e)

e z,—ez).

2

» _ 8ln’x+10Inx+1

7)}’ - 4x3,/(1+Inx)3

Y725 1743 S0VT7
Pile s, s ¢ ° )

8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

N . 1 ! o -1 - . “
=> funkcija je rastu¢a za x € [;, e z), aopadajuazax € (e 2, +00). Funkcija ima maksimum u tacki

o 1 V75 Yi7-s . .
=> funkcija je konkavna za x € [z,e s ),akonveksnazax € (e 8 ,+00). Prevojna tacka je

-

233.1) D = (=, 2).
li In (2 —x) 0l In (2 —x)
m —= m —=—
xXo=0 2 —x x227 N2 —x
2) Nula funkcije je x = 1. Presek say —osomjey = %2
3) Funkcija je negativna za x € (1,2), a pozitivna za x € (—oo, 1).
4) Funkcija nije ni parna ni neparna.
5) Horizontalna asimptota sa leva je prava y = 0. Vertikalna asomptota sa leva je prava x = 2.

’ _ln(2—x)—2_ P , _ 2 .z 2 I .
6)y' = Vo= => funkcija je rastu¢a za x € (—o0, 2 — e?) a opadajuca zax € (2 — e?, 2). Funkcija ima maksimum u
tacki (2 — ez,z).
Ny = % => funkcija je konkavna za x € (2 — VeS8, 2), a konveksna za x € (—00, 2 —3e® ) Prevojna tacka je
_3o8 _8
Py (2 - V¥, =),
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8) Grafik funkcije ima slededi izgled:

¥
A

T

w

2
234.y" = ’ZC(J(:;? => funkcija je opadajuca za x € (—3,—1), arastuéa za x € (—o0, —3) U (—1, ). Funkcija ima maksimum u
v 27
tacki (—3, - ?).
235.y" = ﬁ > 0 => funkcija je rastu¢a na celom domenu i nema lokalnih ekstrema.

236.Funkcija je konveksna za x € (3,5), a konkavna za x € (—,3) U (5, +). Prevojne tacke su P; (3, n2) i P,(5, [n2).
237.Funkcija je konkavna za x € (0, ), a konveksna za x € (—oo, 0). Prevojna tacka je P(0,0).
238.NekasuM = (xq,y1,2z1) € R3, N = (x3,Y,,2,) € R®iP = (x3,v3,23) € R.

Metrika d (M, N) se definiSe kao: d(M,N) = /(x; — x2)% + (71 — y2)% + (21 — 2,)%.

Dokazimo da je trodimenzionalni euklidski prostor jedan metricki prostor.

1) Kakoje d(M,N) = /(x; — x2)2 + (y; — ¥2)% + (21 — 2,)2 = d(M,N) = 0.

2) Ako je d(M, N) :02)\/(351—952)2+(}’1_3’2)2+(Z1—Zz)2 =0=x% =AY, =Y Az1=2>M=N,

AkojeM = N>x; =, Ay =y, A2y = 2,20 — %202+ (71 — ¥2)% + (21 — 2,)2 = 0= d(M,N) =0
3)d(M,N) = \/(X1 =)+ (1 —y2)?* + (21— 2)% = \/(xz — )2+ (v —y)2 + (2, —2)> =d(N, M) V
4) Treba dokazati da je d(M, N) + d(N, P) = d(M, P). Dokaz je malo sloZeniji i radicemo ga na samom kursu.
239.0f, = f(x + Ax,y) — f(x,y) = Ax + 2ye* ~7* (eAx@x+00) _ 1)
My = fCoy +8y) = f(x,y) = 2ye™ =" (e7Cr9) — 1) 1 pyex'~04’
Af = flx+Ax,y + Ay) — f(x,y) = Ax + 2yex2—y2 (eAx(2x+Ax)—Ay(2y+Ay) — 1) + Aye(x+Ax)2—(y+Ay)2_

.62_1E x 6z_—xE x\ _ 2 0z 9z _
240.Kak01e$—;ey(1+;),a ———ZeY(1+;) =>x a+xy5—0.

dy vy

.. 0z _ y 9z _  —x 29z 0z _
241.Kako je -~ = 2y %y =yt =>x"—+xy = 0.

. 0z _ 2 2 2x? 9z _  —2xy 1 ( oz 2 62) _
242.Kako je = = arctg(x* —y*) + T Yy S Ty Wt X ) = 1.

.0 -2x 0 -2 92 2(3y%-x?) . 92 8x. 92 7 2 9?2
243.Kako je = = oz _ 2y 07z _20GyTox) 0%z Swy 0% 0z, y" 0%z

ax  (x?+y?2)?2’ay  (x?+y?)?’ ay? (x2+y?)3 oxdy  (x2+4y?)3 ay? oy x 0x0y

082 _ x2+y? 0z _ xtey? s 072 _ x2+y? _
244.Kako je P 2xe 3y = 2ye oy = 4xye =>

. 0z y 2 .y y iz 1 2 .y .y y 20z z
245.Kako je 22 = — Ly Y+ cos), a2 = 1y ( i sin+cost)=>y? Ly L= yz

5.Kako je P 2V* lnysmx +cosT), aay 2V lnysmx +tsin_+cosT)=>y* +xyay y.

246.e¥*arctg(2y) ~ 2y + 6xy.

247.Kako je Z—i =141-6x—yi Z—Jz, = 188 — x — 8y => stacionarna tacka je M(20,21). Kakoje A = —6,B = —1iC = -8,
dobija se:
M(20,21) => A =—-6,B=—1,C = —8iA= —47,paje M(20,21) lokalni maksimum i z,,,, = 3384.

248.Kako je Z—i =6x—4y—2i g—; = —4x + 2y + 4 => stacionarna tac¢ka je M(3,4). Kakoje A = 6,B = —4 i C = 2, dobija se:
M@B3,4)=>A=6,B=—4,C =2ilA= 4,paM(3,4) nije lokalna ekstremna vrednost.
Dakle, funkcija nema lokalnih ekstremnih vrednosti.

249.Kako je Z—i =3y —3x?%i g—; = 3x — 3y? => stacionarne tatke su M;(0,0) i M,(1,1). Kakoje A = —6x,B = 3iC = —6y,
dobija se:
M;(0,0) =>A=0,B =3, =0iA=9, paM;(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost,
M,(1,1) => A =—6,B =3, = —61iA= —27, paje M,(1,1) lokalni maksimum i z,,,, = 1.

250. Kako je Z—i =12y — 3x?%i g—; = 12x — 3y? => stacionarne tacke su M;(0,0) i M,(4,4). Kakoje A = —6x,B =3iC = -6y,

dobija se:
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M;(0,0) =>A=0,B=12,C = 0iA=9, pa M;(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost,
M,(4,4) => A =—-24, B=12,C = —24i A= —432, paje M,(4,4) lokalni maksimum i z,,,, = 64.

251.Kakojeg—i =3x%2—18yi g—; = 3y? — 18x => stacionarne tacke su M; (0,0) i M,(6,6). Kako je A = 6x,B = —18iC = 6y,

dobija se:
M;(0,0) =>A =0,B =-18,C = 0iA= 324, pa M,(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost,
M,(6,6) => A =36, B=—18,C = 36iA= —972, pa je M,(6,6) lokalni minimum i z,;, = —216.
252.Kako je Z—i =3x%2—-27i :—; = 3y? — 12 => stacionarne tatke su M, (3,2), M,(3,—2), M5(—3,2) i M,(—3,—-2).Kako je A =

6x,B = 01iC = 6y, dobija se:
M;(32) =>A=18B=0,C = 121 A= —216, pa je M,(3,2) lokalni minimum i z,;, = —70.
M,(3,-2) =>A=18,B=0,C = —12iA= 216, pa M,(3, —2) nije lokalna ekstremna vrednost.
M3(—3,2) =>A =-18,B =0,C = 121 A= 216, pa M3(—3,2) nije lokalna ekstremna vrednost.
My(—3,-2) =>A=-18,B=0,C =—-121A= —-216,pa je M,(—3,—2) lokalni maksimum i z,,4, = 70.
253.Kako je Z—i =3x2—6x—9 iZ—}Z/ = 3y? — 6y => stacionarne tacke su M;(3,0), M,(3,2), M5(—1,0) i M,(—1,2). Kako je A =

6x—6,B=0iC = 6y — 6, dobija se:
M{(3,0) =>A=12,B =0,C = —6iA= 72, pa M,(3,0) nije lokalna ekstremna vrednost.
M,(3,2) =>A=12,B=0,C = 6iA= —72,paje M,(3,2) lokalni minimum i z,,;;, = —31.
M;(—1,0) =>A=-12,B=0,C = —61A= —72, paje M3(—1,0) lokalni maksimum i z,,4, = 5.
My(—1,2) =>A=-12,B=0,C = 6iA= 72,pa M,(—1,2) nije lokalna ekstremna vrednost.
254.Kako je Z—i =3x2-6yi g—; = —6x + 2y => stacionarne tacke su M,(0,0) i M,(6,18).Kakoje A = 6x,B=—6iC = 2,

dobija se:
M(0,0) =>A =0,B =—-6,C =2iA= 36,pa M;(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost,
M,(6,18) => A =36,B = —6,C = 21A= —36, paje M,(6,18) lokalni minimum i z,;;, = —92.
255.Kako je g—i =4x3 —4xi g—; = 4y3 => stacionarne tatke su M;(0,0), M,(1,0) i M3(—1,0). Kakoje A = 12x> —4,B =01
C = 12y?, dobija se:
M;(0,0) =>A=-4,B=0,C =0 i A= 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.
M,(1,0) =>A =8,B =0,C = 0iA= 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.
M;(—1,0) =>A=8,B=0,C =0i A= 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.

092 _ 4.3 092 _ 52 - ; N _1 V2 1), _Yz _1 ;
256.Kako je P 4x° + 4xy i y 2x* + 4y + 1 => stacionarne tacke su M; (0, 4), M, ( S 2) i M3( S 2). Kako je
A =12x?+ 4y,B = 4x i C = 4, dobija se:
M, (O, —%) =>A=-1,B=0,C=41iA=4,paM, (0, —i) nije lokalna ekstremna vrednost.

M, (g,—%) =>A=4B=2VJ2,C=4iA= -8, paje M, (g,—%) lokalni minimum i z,,,;,, = —=

M; (—\/Z—E,—%) =>A=4,B=-2v2,C=4iA= —8,paje M, (—g,—%) lokalni minimum i z,,,;;, = —i.

257.Kako je Z—i =6x2+6yi 2_32/ = 6x + 2y => stacionarne tacke su M;(0,0) i M5(3,—9).Kakoje A = 12x,B = 6 i C = 2, dobija
se:
M;(0,0) =>A=0,B=6,C =2ilA=36,pa M;(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost,
M,(3,-9) => A =36,B=6,C =2iA= —36,paje M,(3,—9) lokalni minimum i z,,,;;, = —27.

258.Kako je :—i = 2x + 6y ig—; = 6x + 6y% => stacionarne tatke su M, (0,0) i M,(—9,3). Kakoje A = 2,B = 6 i C = 12y, dobija

se:
M(0,0) =>A=2,B=6,C=0iA=36,pa M;(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost,
M,(—93)=>A=2,B=6,C =36iA= —36, paje M,(—9,3) lokalni minimum i z,,;;, = —27.
259.Kako je :—i =2x—-2y+2 ig—; = —2x — 2y + 26 => stacionarna tacka je M(6,7).

KakojeA =2,B = —21iC = -2, dobija se:
M(6,7) =>A=2,B=-2,C =-2iA= 8,paM(6,7) nije lokalna ekstremna vrednost.
Dakle, funkcija nema lokalnih ekstremnih vrednosti.
260. Kako je Z—i =19-2x—yi g—; = 20 — x — 2y => stacionarna tacka je M(6,7).Kakoje A = —2,B = —1iC = —2, dobija se:

M(6,7) =>A=-2,B=-1,C =—-2iA= -3, paje M(6,7) lokalni maximum i z,,,, = 129.
261.Kakojeg—i =18z g—; = —2xy + y? => stacionarna tacka je M (3,6). Kako je 4 = —%,B =-2yiC=—-2x+2y,

X
dobijase: M(3,6) => A =—-12,B = —12,C = 6 i A= 216, pa M(3,6) nije lokalna ekstremna vrednost.
Dakle, funkcija nema lokalnih ekstremnih vrednosti.

. 0z _ _ .3_2__i
262.Kako je - = 6x 2,y 8ig=-%

M(2,4) => A= 6,B =—-,C == iA= —, paje M(2,4) lokalni minimum i Z;, = —8.

+ 1 => stacionarna tacka je M(2,4). Kako je A = 6,B = - Lic=-X

5 it dobija se:

2
263.Kakoje Z =2 Y _ 192 _Y _ X _ gacionarne tatke su M, (4, —2) i M,(9,3). Kakoje A = —,B = ——iC = 2,
0x 72 72 12 dy 72 72 72 72 36

dobija se:
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M(4,-2)=>A=— 5B = ——1 C=—id= ﬁ > 0, pa M; (4, —2) nije lokalna ekstremna vrednost.
1 7

M,(93)=>A= = B = ——1 C= —1 A— — 5184, paje M,(9,3) lokalni minimum i z,,,;, = ~Te
2
264.Kako je 2 _xr Yy _ l—i—i => stacionarne tac¢ke su M;(—2,4)i M,(3,9).KakojeA=—,B = —Zic=2%
ax 72 72 ay 72 72 12 72 72
dobija se:
M (—-24)=>A=—— - B= ——1 C = 51 A= ﬁ > 0, pa M;(—2,4) nije lokalna ekstremna vrednost.
1 p__1.~_1 -_7
M,(39)=>A= 12,B === iC= - iA= ~ a7 pa je M,(3,9) lokalni minimum i z,,;, = o

265.Kakojeg—i =e¥ ¥ (—x?—y% +2x) i Z—}Z/ = e¥™*(x? + y? + 2y) => stacionarne tackesu M, (1,—1) i M,(0,0). Kakoje A =
eV (x?2+y? —4x+2),B=eV"*(—x%2—y? +2x —2y)iC = e *(x% + y% + 4y + 2), dobija se:
M;(1,-1)=>A=0,B = 82—2, C=0iA= i > 0, pa M;(1, —1) nije lokalna ekstremna vrednost.
M,(0,0) =>A=2,B=0,C =2iA= —4, paje M;(0,0) lokalni minimum i z,,;;, = 0.

266.Kako je Z—i =e¥*(2x% —y? —4x) i Z—; = e¥™*(y% — 2x? + 2y) => stacionarne tatkesu M, (—2,—4) i M,(0,0). Kako je
A=eY*(=2x%+y% +8x—4),B=eY*(2x% —y? —4x — 2y) i C = ¥ *(y? — 2x? + 4y + 2), dobija se:
M (—2,-4)=>A= %Z,B = 88—2, Cc= ;—26 iA= ;—f > 0,A <0, paje M;(—2,—4) lokalni maksimum i z,,4, = %.
M, (0, 0) =>A=—4, B =0,C =2iA= 0, pa M,(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost.

267. KakO]e— =1-¢* 1 = 2e? — 2e?Y => stacionarna tacka je M(0,1). Kako je A = —e*,B = 0i C = —4e?Y, dobija se:
M(0,1) => A= -1, B =0,C = —4e?i A= —4e?, paje M(0,1) lokalni maksimum i z,,,, = €2 — 1.

268.Kakojeg—i = %yzex —e3 —3xe3* i g—; = ye* — y? => stacionarne tatkesu M, (—%. 0) iM, ( ,(v—) Kako je A =
%yzex —6e3* —9xe3*, B =ye*iC =e* — 2y, dobija se:
M; (—l 0) =>A= —E,B =0,C = 7_1 A= —= \/_ > 0, pa M, (—%, 0) nije lokalna ekstremna vrednost.

4 . 1
Mz( ,6\/_) =>A= _\/_E'B = 3\/_,C = —%1A= —3—ez,pa]eM2( ”i/—) lokalni maksimum i z,4, = e
269.Kako je 5 = Ex 2gY — @3V —3ye¥ i g—i = xe¥ — x? => stacionarne tatkesu M, (0 ) iM, (?'/—' —g). Kakoje C =

%xzey —6e3 —9ye3, B = xe¥ i A = e¥ — 2x, dobija se:

M; (0 —g) =>C(C = —S,B =0,A= 3\/_1 A= 3\/_ >0, pa M; M, (0 %) nije lokalna ekstremna vrednost.
M, ("%/—’_%) =>C(C = —\7—_,B = 3\/_, A= %l A= —3—\/8_2, paje M, (%,—%) lokalni maksimumizmax = #
270.Kako je E =y- E1 Z—; =x— ? => stacionarna tacka je M(3,4). Kakoje A = = B =1iC=— dobl]a se:
M@(34)=>A= —,B =1,C = %iA: —3, paje M(3,4) lokalni minimum i z,,;;, = 36
271.Kako je Z—i =y- E1 Z—; =x— ;—j => stacionarna tacka je M(4,3). Kakoje A = — B =1iC=— dobl]a se:
M(43)=>A== B =1,C= giA= —3, paje M(4,3) lokalni minimum i z,,;,, = 36.
272.Kako je 2 = —i—f +1 ij—i = —6—‘: + 1 => stacionarne take su M, (6,8), M, (6, —8), M5(—6,8)i M,(—6, —8). Kako je A =
—= B = 0 C = dobl]a se:
M1(6 8)=>A=-,B=0,C= liA= —i, pa je M,(6,8) lokalni minimum i z,,,;, = 29.
M,(6,—8) => A == B =0,C = —%IA— > ba M, (6, —8) nije lokalna ekstremna vrednost.
M;(—68)=>A=—- B =0,C = %1A— - pa M3( 6,8) nije lokalna ekstremna vrednost.
My(—6,—-8) => A = _E’B =0,C= —ZIA— _E' pa je M,(—6,—8) lokalni maksimum i z,,q,, = —27.
273.Kako je 2 = —i—‘j +1 ig—; = —% + 1 => stacionarne tatke su M (7,9), M, (7, —9), M3(—=7,9)i M,(—7,—9). Kako je 4 =
— B = 0 C = dobl]a se:
M1(7,9) =>A= ;,B =0,C =§iA= —é, pa je M;(7,9) lokalni minimum i z,,;;, = 33.
M,(7,-9)=>A= E B =0,C= —ziA— i, pa M, (7, —9) nije lokalna ekstremna vrednost.
M;(=79)=>A=-= B =0,C= SIA— , pa M3(—7,9) nije lokalna ekstremna vrednost.
My(=7,-9)=>A=-= 2B=0,C= ——lA— - 4,pa]eM4( 7,—9) lokalni mak&mumlzmax = —31
274.Kako je Z—i =y- inzz z; =x— % => stacionarna tacka je M(6,7). Kako je A = B =1iC =—- dobl]a se:
M(6,7) => A = Z, =1,C = —1 A= —3, paje M(6,7) lokalni minimum i z,,;;, = 126
275.Kako je Z—i =y- %41 g—; x— % => stacionarna tacka je M(7,6). Kako je A = —8 ,B=1iC = 5}%4, dobija se:

M(7,6) =>A = 7,B =1,C = §1A= —3, paje M(7,6) lokalni minimum i z,,;;,, = 126.
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276.Kako je Z—i =12y — 2xy — y?i 2—; = 12x — x? — 2xy => stacionarne tacke su M, (0,0), M,(12,0), M5(0,12)i M,(4,4). Kako

jeA=-2y,B=12—-2x—2yiC = —2x, dobija se:
M;(0,0) =>A=0,B =12,C = 0iA= 144, pa M;(0,0) nije lokalna ekstremna vrednost.
M,(12,0) => A =0,B =—12,C = —24 i A= 144, pa M,(12,0) nije lokalna ekstremna vrednost.
M5(0,12) => A = —24,B = —12,C = 0i A= 144, pa M5(0,12) nije lokalna ekstremna vrednost.
M,(4,4) => A= —-8,B =—4,C = —8iA= —48, paje M,(4,4) lokalni maksimum i z,,,,, = 64.
277.Kako je Z—i =3x%2 +3y%2—-15 ig—; = 6xy — 12 => stacionarne tackesu M, (2,1), M,(—2,—1), M5(1,2)i M,(—1, —2). Kako je

A =6x,B = 6yiC = 6x, dobija se:
M;(21) =>A=12,B =6,C = 12i A= —108, pa je M, (2,1) lokalni minimum i z,;, = —28.
M,(—2,—-1) =>A=-12,B=—-6,C = —12i A= —108, pa je M,(—2,—1) lokalni maksimum i z,,,, = 28.
M3(1,2) => A =6,B =12,C = 61 A= 108, pa M3(1,2) nije lokalna ekstremna vrednost.
My(—1,-2) =>A=—-6,B=-12,C = —61A= 108, pa M,4(—1,—2) nije lokalna ekstremna vrednost.
278.Kako je Z—i =3x2—y—11i g—; = —x + 2y => stacionarne tac¢ke su M;(2,1)i M, ( z %) KakojeAd = 6x,B = —11i

C = 2, dobija se:
M;(2,1) =>A=12,B=-1,C =2iA= —23,paje M;(2,1) lokalni minimum i z,;,;, = —12.

M, (— 16 s 1;) =>A=-11,B=-1,C =2iA=23,paM, ( - E) nije lokalna ekstremna vrednost.
11

279.Kako je 5 =2x-yi g—; = —x + 3y% — 11 => stacionarne tatke su M;(1,2)i M, (——2 ——) KakojeA =2,B=-1i

C = 6y, dobija se:
M{(1,2) =>A=2,B=-1,C =12iA= —23,paje M;(1,2) lokalni minimum i z,,;;, = —12.

M, (—% ) =>4=2B=-1,=-11iA=23,paM, (-, - ) nije lokalna ekstremna vrednost.

; =2y — v — %z _ _ 3 1) 11 0l = - _1i( =
280.Kako je E—Zx y—1i ay—3y x—>stac1onarnetackesuM1(4,2)1M2(3, 3).Kal<01eA—2,B— 1iC = 6y,

dobija se:
7

Ml(— —) =>A=2,B=-1,C=3iA= -5, pa]eMl( )lokalniminimumizmm =1

1 1 1 s
M, (5, —5) =>A=2B=-1,C=-2iA=5,paM, (5, —5) nije lokalna ekstremna vrednost.

281. Kako je 2= = 6xy — 36 i Z—; = 3x2 + 3y? — 39 => stacionarne tacke su M;(2,3), M,(—2, —3), Ms(3,2)i M, (=3, —2). Kako

jeA =6y,B = 6x1iC = 6y, dobija se:

M{(2,3) =>A =18,B =12,C = 18iA= —180, pa je M{(2,3) lokalni minimum i z,,;, = —100.

M,(—2,-3) => A =-18,B = —12,C = —18i A= —180, pa je M,(—2,—3) lokalni maksimum i z,,4, = 152.
M5(3,2) => A =12,B =18,C = 12 i A= 180, pa M3(3,2) nije lokalna ekstremna vrednost.

M,(-3,-2) =>A=-12,B=-18,C = —12i A= 180, pa M,(—3,—2) nije lokalna ekstremna vrednost.

282. Kako je z—; =2x+y—201i %2 _ x + 2y — 19 => stacionarna tacka jeM (7,6). Kako je A = 2,B = 1i C = 2, dobija se:

dy
M(7,6) => A=2,B=1,C= ZiA— —3, paje M(7,6) lokalni minimum i z,,;;, = —126.
283.Kako je —=1- iz Z—; =-1 + — => stacionarne tacke su M;(1,2), M, (1, —2), M3(—1,2)i My(—1,—2).Kako je A = 13 =

0iC = _—3 dobija se:
y

M(1,2) =>A=2,B=0,C =-1iA= 2,paM,;(1,2) nije lokalna ekstremna vrednost.
M,(1,-2) =>A=2,B=0,C =1iA= -2, paje M,(1,—2) lokalni minimum i z,,;;, = 6.
M;(—1,2) =>A=-2,B=0,C =—-1iA= —2,paje M3(—1,2) lokalni maksimum i z,,,, = —6.

My(—1,-2) =>A=-2,B=0,C =1iA= 2, paM,(—1,—2) nije lokalna ekstremna vrednost.
284.Kako je Z—’Zc =-1+ 121 g; =1- % => stacionarne tac¢ke su M,(2,1), M,(2,—1), M5(—2,1)i M,(—2,—1). Kako je
A==2,B=0ic =2, dobija se:
x y

M;(21) =>A=-1,B=0,C =2iA= 2,paM;(2,1) nije lokalna ekstremna vrednost.
M,(2,-1) =>A=-1,B=0,C = —-2iA= -2, paje M,(2,—1) lokalni minimum i z,,;,, = 6.
M;(—2,1)=>A=1,B=0,C =2iA= —2,paje M3(—2,1) lokalni maksimum i z,,,, = —6.
My(=2,-1)=>A=1,B=0,C =—-2iA= 2,pa M,(—2,—1) nije lokalna ekstremna vrednost.

285.Kako je Z—i =6(x%—7x+ 12)ig—; = 6(y? — 3y + 2) => stacionarne tacke su M,(3,1), M,(3,2), M5(4,1)i M,(4,2). Kako je

A=6Q2x—7),B=0iC = 6(2y — 3), dobija se:
M;(31)=>A=-6,B=0,C =—-6iA=—36,paje M;(3,1) lokalni maksimum i z,,,, = 87.
M,(3,2)=>A=-6,B=0,C =6iA=36,pa M,(3,2) nije lokalna ekstremna vrednost
M;(4,1) =>A=6,B =0,C = —6iA= 36, pa M3(4,1) nije lokalna ekstremna vrednost.
M,(4,2) =>A=6,B=0,C =6iA=—36,paje My(4,2) lokalni minimum i z,,;,, = 85.
286.1z uslova => y = x — 6, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = 3x? — 24x + 36. Kako je z’' = 6(x — 4) =>

tacka M (4, —2) je lokalni minimum i z,,,;, = —12.
287.1z uslova => y = x — 3, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = 3x? — 12x + 9. Kako je z’ = 6(x — 2) =>
tacka M (2, —1) je lokalni minimum i z,,,;, = —3.
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288.1z uslova => y = x + 6, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = 2x? + 6x. Kako je z’ = 2(2x + 3) => tacka
M (—%,g) je lokalni minimum i z,,;,, = —g.

289.1z uslova => y = 3 — 2x, pa ako to zamenimo u po&etnu funkciju, dobija se z = 3x% — 2x3. Kako je z’ = 6x(1 — x) =>
tacka M, (0,3) je lokalni minimum i z,,;;, = 0, a tacka M,(1,1) je lokalni maksimum i z,,,, = 1.

290.1z uslova => x = iz, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = 3% + 2y —3.Kakojez' = ;—? + 2 => tacka

M(1,1) je lokalni minimum i z,,;;, = 0.

291.1z uslova => y = x — 8, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = 2x? — 6x — 16. Kako je z’ = 2(2x — 3) =>

tatka M (3, - E) je lokalni minimum i z,,;;,, = -4
2’ 2 2

292.1z uslova => x = 2y + 4, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = %yz +y+2.Kakojez' =y + 1 =>tacka
M(2,—-1) je lokalni minimum i z,,;;, = >

293.1z uslova => y = x — 4, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = 2x? — 4x + 2. Kako jez’ = 4(x — 1) =>
tacka M (1, —3) je lokalni minimum i z,,,;, = 0.

294. Iz uslova => x = y + 2, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z = 2y? + 4y + 4. Kakojez' = 4y + 4 =>
tacka M (1, —1) je lokalni minimum i z,,,;, = 2.

295.1z uslova => y = 12.500.000 — 625.000x, pa ako to zamenimo u pocetnu funkciju, dobija se z =

V12.500.000x — 625.000x2. Kako je z’ = 2jff;’gg’gg;f:z‘;0000";2 => tatka M(10; 6.250.000) je lokalni maksimum i Zyqy =

2500v10.
296. Iz uslova => y = 2x + 3, pa ako to zamenimo u poletnu funkciju, dobija se z = 2x2 + 12x + 9. Kako je z' = 4x + 12 =>
tacka M(—3, —3) je lokalni minimum i z,,;;, = —9.

297.Kako je F(x,y,A) = x + 2y + A(x? + 4y? — 8) => g—i =1+ ZAx,g—; =2+ BAy,Z—i =x%+4y?-8=>
stacionarne tatke su M;(2,1),1; = — % iM,(—=2,-1),A, = i. Kako je d?*F = 2Adx? + 81dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je
2xdx + 8ydy = 0, dobijamo:

M;(2,1),2; = —% =>d?F = —%dx2 —2dy? < 0 => M;(2,1) je lokalni maksimum i Zp,q, = 4.

My(=2,—1), 2 = 5 => d?F = dx? + 2dy? > 0 => My(~2,—1) je lokalni minimum i zyz, = —4.

298. Kako je F(x,y,A) = x + 2y + A(x* + y> = 20) => L = 1 + ZAx,Z—; =2+21y, % = x> +y2 - 20 =>
stacionarne tatke su M;(2,4),1; = — % iM,(—=2,-4),A, = i. Kako je d?*F = 2Adx? + 21dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je

2xdx + 2ydy = 0, dobijamo:
1

Mi(24),4 = — => d*F = —édx2 - édy2 < 0 => M;(2,4) je lokalni maksimum i z,,q, = 10.
My(—2,-4),4, = i => d?F = %dx2 + %dyZ > 0 => M,(—2,—4) je lokalni minimum i z,,;;, = —10.

299.Kako je F(x,y,2) = 2x +y + A(x? +y? —20) => " =2+ ZAx,g—; =1+21y, 5 =x?+y2 —20=>
stacionarne tatke su M;(4,2),1; = — % iMy(—4,-2),1, = i. Kako je d?F = 2Adx? + 21dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je
2xdx + 2ydy = 0, dobijamo:
M;(4,2),A, = —% =>d?F = —édx2 - édy2 < 0 => M;(4,1) je lokalni maksimum i z,,q, = 10.
My(—4,-2), 4y = 3 => d?F =+

300.Kako je F(x,y,4) = 2x +y + A(4x? +y*> —8) => " =2+ BAx,g—; =1+21y, 2 =4x? +y> -8 =>

dx? + %dy2 > 0 => M,(—4,—2) je lokalni minimum i z,;;, = —10.

stacionarne tatke su M;(1,2),1; = — % iM,(—1,-2),A, = i. Kako je d?*F = 81dx? + 21dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je
8xdx + 2ydy = 0, dobijamo:
M;(1,2),A; = == =>d?F = —2dx? — %dy2 < 0 => M,(1,2) je lokalni maksimum i zpq, = 4.

M,(—1,-2),2,
301.Kako je F(x,y,4) = x + 2y + A(x®> + y? — 5) =>Z—i= 1 +2/1x,3—;= 2 +2/1y,3—§= x2+y?—5=>

I

§=> d*F = 2dx? + %dy2 > 0 => M,(—1,—2) je lokalni minimum i z,;;, = —4.

stacionarne tatke su M;(1,2),1; = — % iMy(—1,-2),1, = % Kako je d?F = 2Adx? + 21dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je

2xdx + 2ydy = 0, dobijamo:
1

Mi(1,2),4 = -5 => d*F = —dx? — dy? < 0 => M;(1,2) je lokalni maksimum i Zp,q, = 5 .
M,(—1,-2),4;, = % => d?F = dx? + dy? > 0 => M,(—1,—2) je lokalni minimum i z;;, = —5.
302.Kako je F(x,y,2) = x + 3y + A(x? + 9y* — 18) => 5L = 1+ 22x, g—; =1+181y, 2= = x? + 9y* — 18 =>

stacionarne tatke su M;(3,1),1; = — % iM,(=3,-1),1, = %. Kako je d*F = 2Adx? + 181dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je
2xdx + 18ydy = 0, dobijamo:

M,(3,1), 1, = —% => d?F = —%dxz —3dy? < 0 => M,(3,1) je lokalni maksimum i z,,5 = 6.
My(=3,-1),1, ==

-=> d*F = édx2 +3dy? > 0 => M,(—3,—1) je lokalni minimum i z;;, = —6.
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303.Kako je F(x,y,4) = 3x +y + A(9x% + y* — 18) => 2 = 1 + 182x, 2_5 =1+21y, Z=0x?+y> — 18 =>
stacionarne tatke su M;(1,3),4; = — % iM,(—1,-3),2, = %. Kako je d?F = 181dx? + 24dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je

18xdx + 2ydy = 0, dobijamo:
1

Mi(13),4 = -2 => d?*F = —3dx? — gdy2 < 0 => M;(1,3) je lokalni maksimum i z,,,5,, = 6.
My(—1,-3),A, = % => d?F = 3dx? + édy2 > 0 => M,(—1,-3) je lokalni minimum i z,,;, = —6.
304. Kako je F(x,y,4) = 2x + 3y + A(4x? + 9y? — 72) => 2 = 2+ 82x, Z—; =3+18ly, L =4x?+9y2 —72=>

stacionarne tatke su M, (3,2), 4, = —% iM,(-3,-2),2;, = % Kako je d?F = 81dx? + 181dy?, a uslov koji vezuje dx i dy
je 8xdx + 18ydy = 0, dobijamo:
My(3,2), 4 = ——=>d?F = —2dx? — 2dy? < 0 => M;(3,2) je lokalni maksimum i Zy,q, = 12.
My(=3,-2), 4 = — => d?F = 2dx? + 2dy? > 0 => My(~3,~2) je lokalni minimum i zps, = —12.
305.Kako je F(x,y,2) = 4x +y + A(16x +y2 — 32) => o = 4 + 321, g—i =1+22y, = =16x% +y*> —32 =>
stacionarne talke su M; (1,4),4; = — % iMy(—1,-4),2, = %. Kako je d2F = 32Adx? + 21dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je
32xdx + 2ydy = 0, dobijamo:
M;(1,4),2; = —% => d?F = —4dx? — idy2 < 0 => M, (1,4) je lokalni maksimum i z,,,,, = 8.
My(=1,—4), 4, = £ => d?F = 4dx? +7dy? > 0 => M,(~1,—4) je lokalni minimum i zpg, = —8..
306.Kakoje F(x,y,A) = xy + A(x? + y%? — 2) => Z—i =y + 21x, g—i =x+ 21y,

g—i = x2? + y? — 2 =>stacionarne tacke su M; (1,1),4; = —%,Mz(—l,—l),/lz = —%,Ms(l,—l),/l3 = %iM4(—1,1),A4 = %
Kako je d?F = 2Adx? + 2dxdy + 2Ady?, a uslov koji vezuje dx i dy je 2xdx + 2ydy = 0,dobijamo:

M;(1,1),4 = —% => d?F = —dx? + 2dxdy — dy? idx = —dy => d?F = —4dx? < 0 => M;(1,1) je lokalni maksimum i
Zmax = 1.

My(—1,—-1),A, = —% => d?F = —dx? + 2dxdy — dy? idx = —dy => d?F = —4dx? < 0 => M,(1,1) je lokalni
maksimum i z,,4, = 1.

M3(1,-1),2; = % => d%F = dx? + 2dxdy + dy? idx = dy => d?F = 4dx? > 0 => M;(1,—1) je lokalni minimum i

Zmin = — 1.
M,(—1,1),4, = % => d?F = dx? + 2dxdy + dy? idx = dy => d?F = 4dx? > 0 => M,(—1,1) je lokalni minimum i
Zmin = — L.

307. Kako je F(x,y, 1) = xy? + A(x? + y? — 27) => 2—2 =y2+2x, g—; = 2xy + 21y,

g—i = x2 + y? — 27 =>stacionarne tatke su M;(3v3,0),4, = 0, My(—3v3,0),2, = 0,M5(3,-3), A3 = =3, M,(3,3), 4, =
—3,M5(—3,3),As = 3iMg(—3,-3),14 = 3.Kako je d*F = 2Adx? + 4ydxdy + (2x + 21)dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je
2xdx + 2ydy = 0,dobijamo:

M;(3v3,0),4 = 0 => d?F = 6y/3dy?>0 => M;(3+/3,0) je lokalni minimum i z,,;;, = 0.

M,(=3v3,0),, = 0 => d?F = —6v/3dy?<0 => M,(—3v3,0) je lokalni maksimum i z;4, = 0.

M;3(3,-3),A3 = =3 => d?F = —6dx? — 24dxdy idx = dy => d*F = —30dx? < 0 => M;(3,—3) je lokalni maksimum i

Zmax = 27.

Ms(=3,3),A5 = 3 => d?F = 6dx? + 24dxdy i dx = dy => d*F = 30dx? > 0 => Ms(—3,3) je lokalni minimum i z,,;, =
=27.

Mg(3,-3),1g = =3 => d?F = —6dx? — 24dxdy idx = dy => d?F = —30dx? < 0 => M(3,—3) je lokalni maksimum i
Zmaks = 27.

308.Kako je F(x,y,4) = 3xy + 2 + A(x* + y* — 32) => &= = 3y + 21x, ‘;—; = 3x + 21y,
3

g—i = x? + y? — 32 =>stacionarne tatke su M, (4,4),1, = —%,MZ(—AL, —4), 1, = —%,M3(4, —4),A;3 = % iMy(=44), 44 =3
Kako je d?F = 2Adx? + 6dxdy + 2Ady?, a uslov koji vezuje dx i dy je 2xdx + 2ydy = 0,dobijamo:

M;(4,4),4, = —% => d?F = —3dx? + 6dxdy — 3dy? idx = —dy => d?F = —12dx? < 0 => M, (4,4) je lokalni
maksimum i z,,,4, = 50.

My(—4,—4), A, = —2 => d?F = —3dx? + 6dxdy — 3dy? idx = —dy => d?F = —12dx? < 0 => M,(—4, —4) je lokalni
maksimum i z,,,,, = 50.

M;(4,—4),2; = % => 3dx? + 6dxdy + 3dy? idx = dy => d?F = 12dx? > 0 => M;(4,—4) je lokalni minimum i z,,;, =
—46.

My(—44), 44 =3 => 3dx? + 6dxdy + 3dy? i dx = dy => d*F = 12dx? > 0 => M,(—4,4) je lokalni minimum i z,,;,, =
—46.
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309.

310.

311.

312.

313.

Kako je F(x,y,1) = 4xy + 3 + A(x? + y? — 18) =>g—£= 4y + 22x, g—;= 4x + 21y,

g—i = x2 + y? — 18 =>stacionarne tatke su M;(3,3),4; = —2,M,(—3,—3),A, = —2,M5(3,-3),A3 = 2i M,(—3,3), 14 = 2.
Kako je d?F = 2Adx? + 8dxdy + 2Ady?, a uslov koji vezuje dx i dy je 2xdx + 2ydy = 0,dobijamo:

M;(3,3), Ay = =2 => d?F = —4dx? + 8dxdy — 4dy? idx = —dy => d*F = —16dx? < 0 => M,(3,3) je lokalni
maksimum i z,,4, = 39.

M,(—3,-3),A, = =2 => d?F = —4dx? + 8dxdy — 4dy? idx = —dy => d?F = —16dx? < 0 => M,(-3,—3) je lokalni
maksimum i z,,4, = 39.

M3(3,-3),A3 = 2 => 4dx? + 8dxdy + 4dy? idx = dy => d*F = 16dx? > 0 => M;(3, —2) je lokalni minimum i z,,,;, =
-33.

M4 (—3,3), 44 = 2 => 4dx? + 8dxdy + 4dy? idx = dy => d?F = 16dx? > 0 => M,(—3,3) je lokalni minimum i z,,,;, =
-33.

) _ 2 2 __OF _ oF F _ 5, _ ) )
Kakoje F(x,y,A) =x—y + A(x* —y* = 2) => = 1+ 24x, 3 = —1-24y, o> = x* =y — 2 => nema stacionarnih
taCaka, pa funkcija nema lokalnih ekstremnih vrednosti.

Kako je F(x,y,2) = x + A(x? + 2y? - 3) => Z—i =1+ 2, Z—; =42y, z—i = x2 + 2y? — 3 => stacionarne tacke su

M;(v3,0),2, = —g i My(—V3,0),4, = g. Kako je d2F = 2Adx? + 4Ady?, a uslov koji vezuje dx i dy je 2xdx + 4ydy = 0,
dobijamo:
Ml(\/g, 0),11 = -
_ V3 _ 20 _ V3 2 2V3 2 _ . . - . _
MZ(—\/§, 0),/12 =—=>dF = ?dx +Tdy >0=> Mz(—\/g, 0) je lokalni minimum i z,,;, = —V3.
Kakoje F(x,y,1) = (x = y)3 + 1 + A(x? + y*> — 8) => Z—i =3(x —y)? + 24x, g—; =-3(x —y)?+ 21y,

g—i = x2 + y? — 8 =>stacionarne tacke su M;(2,2),A; = 0,M,(2,-2), 1, = —12,M5(—=2,2),A3 = 121 M,(—2,—2),1, = 0.

Kako je d?F = [6(x — y) + 2A]dx? — 12(x — y)dxdy + [6(x — y) + 2A]dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je

2xdx + 2ydy = 0,dobijamo:

M;(2,2),A; = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje nereen.

M,(2,-2),A; = =12 => d?F = —48dxdy idx = dy => d?F = —48dy? < 0 => M,(2,—2) je lokalni maksimum i z,4,, =
65 .

M3(—2,2),A3 = 12 => d?F = 48dxdy idx = dy => d?F = 48dy? > 0 => M3(—2,2) je lokalni minimum i z,;;, = —63.
M,(—2,-2),A, = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.

Kakoje F(x,y,1) = (y —x)3 + 1 + A(x? + y? — 18) => z—i =-3(y —x)? + 2Xx,

Z—i = x? + y? — 18 =>stacionarne tacke su M;(3,3),4; = 0, M,(3,—3),1, = 18, M3(—3,3),A3 = —18i M,(—3,-3),4, = 0.

Kako je d*F = [6(y — x) + 2A]dx? — 12(y — x)dxdy + [6(y — x) + 24]dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je
2xadx+2ydy=0,dobijamo:

M;(3,3),1; = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.

M,(3,-3),1, = 18 => d?F = 72dxdy idx = dy => d?F = 72dy? > 0 => M,(3,—3) je lokalni minimum i z,,;;, = —215.
M3(—3,3),A3 = =18 => d?F = —=72dxdy i dx = dy => d?F = —72dy? < 0 => M3(—3,3) je lokalni maks. i zy,q, = 217.
M,(—3,-3),A, = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje nere$en.

=>d’F = —?dx2 - Zs—ﬁdy2 < 0 => M,;(V3,0) je lokalni maksimum i z,q, = V3.

JENE

OF _ A2
ay—?»(y x)° + 22y,

314.Kakoje F(x,y,1) = (y —x)*+ 1 + A(x? + y?> — 18) => 3—i =—4(y—x)3+ ZAx,g—; =4(y —x)3 + 22y, Z—i =x%+y?—

18 => stacionarne tacke su M;(3,3),1; = 0, M,(3,—3),A, = —144,M5(—3,3),A; = —144 i M,(—3,—-3), 14 = 0. Kako je
d?F = [12(y — x)? + 2A)dx? — 24(y — x)?dxdy + [12(y — x)? + 24]dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je

2xdx + 2ydy = 0,dobijamo:

M;(3,3),A; = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.

M,(3,—3),1, = —144 => d?F = 144dx? — 864dxdy + 144dy? i dx = dy => d*F = —576dy? < 0 => M,(3,-3) je
lokalni maksimum i z,,,4, = 1297 .

M3(=3,3), A3 = —144 => d2F = 144dx? — 864dxdy + 144dy? i dx = dy => d*F = —576dy? < 0 => M3(—3,3) je

lokalni maksimum i z,,,4,, = 1297 .

M,(—3,-3),14 = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.

315.Kakoje F(x,y,A) = (y —x)* + 1+ A(x%2 + y2 — 8) =>g—z= —4(y — x)3 +21x,g—;= 4(y — x)3 + 21y, %=x2 +y?% —

8 => stacionarne tacke su M;(2,2),1; = 0, M5(2,—2),A, = —64,M3(—2,2),A3 = —64 i M,(—2,—2),1, = 0. Kako je d*F =
[12(y — x)? + 2A])dx? — 24(y — x)?dxdy + [12(y — x)? + 22]dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je

2xdx + 2ydy = 0,dobijamo:

M;(2,2),1; = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.

M,(2,-2),A, = —64 => d?F = 64dx? — 384dxdy + 64dy? i dx = dy => d*F = —256dy? < 0 => M,(2, —2) je lokalni
maksimum i z,,,, = 257.

M3(—2,2),13 = —64 => d?F = 64dx? — 384dxdy + 64dy?i dx = dy => d?F = —256dy? < 0 => M5(—2,2) je lokalni
maksimum i z,,,,, = 257.

M,(—=2,-2),A4 = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.
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316.Kakoje F(x,y,A) = (x = y)*+ 1 + A(x? + y2 — 2) => g—z =4(x-y)3+ ZAx,g—; =—4(x —y)3 + 21y,

Z_: = x2 + y? — 2 =>stacionarne tacke su M;(1,1),4; = 0,M,(1,-1),4, = —16,M5(—1,1),A3 = =16 i M,(—1,—1),1, = 0.
Kako je d?F = [12(x — y)? + 24]dx? — 24(x — y)?dxdy + [12(x — ¥)? + 24]dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je 2xdx +
2ydy = 0, dobijamo:
M;(1,1),4; = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje nere$en.
M,(1,—1),4;, = —16 => d?F = 16dx? — 96dxdy + 16dy? idx = dy => d?F = —64dy? < 0 => M,(1,—1) je lokalni
maksimum i z,,4, = 17.
M3(—1,1),A3 = =16 => d?F = 16dx? — 96dxdy + 16dy? i dx = dy => d?F = —64dy? < 0 => M5(—1,1) je lokalni
maksimum i z,,q, = 17.
M,(—1,—1),A, = 0 => d?F = 0, pa problem ekstrema ostaje neresen.

317.Kakoje F(x,y,4) = x? + 8xy + 2y + 1(x? + y? — 10) => Z—: =2x+8y+ 2/135,2—5 = 8x + 4y + 21y,
Z_: = x2 + y? — 10 =>stacionarne tatke su M; (vV2,—2v2),4, = 0, M5(—V2,2v2),4;, = 0,M3(2v2,V2),43 = —101i
M4 (-2V2,—2), 2, = —10. Kako je d?F = [16 + 2A]dx? + 16dxdy + [4 + 2A]dy?, a uslov koji vezuje dx i dy je 2xdx +
2ydy = 0, dobijamo:
My(V2,-2V2),4y = 0 => d?F = 16dx? + 16dxdy + 4dy? i dx = 2dy => d?F = 100dy? > 0 => M, (V2,—2V2) je
lokalni minimum i z,,,;, = 0.
M,(—v2,2v2),4; = 0 => d?F = 16dx? + 16dxdy + 4dy? i dx = 2dy => d?F = 100dy? > 0 => M,(—V2,2v2) je
lokalni minimum i z,,,;, = 0.
M5(2vV2,V2),43 = =10 => d?F = —4dx? + 16dxdy — 16dy? i dy = —2dx => d?F = —=100dx? < 0 => M;3(2v2,V2) je
lokalni maksimum i z,,,4,, = 100.
M, (—2v2,—2),2, = =10 => d?F = —4dx? + 16dxdy — 16dy? idy = —2dx => d*F = —100dx? < 0 =>
M4(—2\/§, —\/E) je lokalni maksimum i z,,,,,, = 100.

318. 77?7 Ako neko zna da resi zadatak neka posalje reSenje

319. 77?7 Ako neko zna da resi zadatak neka posalje reSenje

320.Kakoje F(x,y,A) =y —x + 4 + A(xy? — x?y + 2) => g—i = —1+ Ay? — 2x1y, g—; =14 2Axy — x%2,

Z_i = xy? — x?y + 2 =>stacionarna tacka je M;(—1,1),4; = § Kako je d?F = —22ydx? + (41y — 4Ax)dxdy + 2Axdy?, a

uslov koji vezuje dx i dy je (y? — 2xy)dx + (2xy — x%)dy = 0, dobijamo:
M;(-1,1),4 = § =>d%F = —gdx2 + gdxdy - gdy2 ide=dy =>d?F = %dy2 > 0 => M;(—1,1) je lokalni minimum i
Zmin = 6.

321.Uvodenjem smene u = ii v= % funkcija se svodinaz = u + v, a uslov je 18u? + 18v? = 1.Kakoje F(u,v,A) =u+v +
A(18u? + 18v? — 1) => 50 = 1 + 367w, 5 = 1 + 364v, 22 = 18u? + 18v2 — 1 =>
stacionarne tacke su M, G,%),Al = —% iM, (—%, —%) VA, = %. Kako je d*F = 36Adu? + 36Adv?, a uslov koji vezuje du i
dv je 36udu + 36vdv = 0, dobijamo:
My (2,2),0 = =1 => d?F = —6du? — 6dv> < 0 => M, (6,6) je lokalni maksimum i z,,q, =
My (=2,-2),2, =2 => &F = 6du? + 6dv* > 0 => M,(—6,—6) je lokalni minimum i z,,s, = — 2.

322. Uvodenjem smene u = ii v= i, funkcija se svodi na z = u + v, a uslov je 2u? + 2v? = 1.Kako je F(w,v,A) =u+v +

|owre

1

AQ2u? + 202 — 1) =>Z_£= 1+4/1u,g—‘:= 1+4Av,2—§= 2u+ 202 —1=>

-2 —%) Ay = % Kako je d?F = 4Adu? + 4Adv?, a uslov koji vezuje du i dv

. ” 11 1.
stacionarne tacke su M, (E'E) A= — 71 M, ( 2

je 4udu + 4vdv = 0, dobijamo:
My (3,3), 2y = =1 => d?F = —2du? — 2dv? < 0 => M;(2,2) je lokalni maksimum i zy,q, = 1.
My(—3,-3),2, =1 => d°F = 2du? + 2dv* > 0 => M,(~2,~2) je lokalni minimum i zpg, = —1.

323.Uvodenjem smene u = lip= l, funkcija se svodina z = L, a uslov jeu? + v? = 2. Kako je F(u,v,1) = - 4
x y u+v u+v

2 2N _LOF _ 1 oF _ 1 F _ 2o _
A +v 2) => E iy + 2u, 5= oy + 2Av, T U +v 2=>

. . _1. L _ 1 e [ 2 2 4
stacionarne tac¢ke su M;(1,1),1, = 5l My(—1,-1),A, = o Kako je d“F = [—(u+v)3 + ZA] du® + e dudv +

[(ufv)3 + 2/1] dv?, a uslov koji vezuje du i dv je 2udu + 2vdv = 0, dobijamo:

M;(1,1),2; = % => d?F = %du2 +%dudv + %dvzi du = —dv => d?F = %dvz > 0 => M,;(1,1) je lokalni minimum i
1

Zmin = -
My(—1,-1),1, = —% => d?F = —%duz —%dudv —%dvzidu = —dv => d?F = —%dvz < 0 => M,(—1,-1) je lokalni
1

maksimum i z,,,, = -
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324.Uvodi se smena t = 2x + 3. [ cos(2x + 3)dx = %sin 2x+3)+c

325. Uvodi se smena t = 2x + 3. [ sin(2x + 3)dx = —%cos 2x+3)+c
326. Radi se parcijalna integracija: u = x, dv = cosxdx.

[ xcosxdx = xsinx + cosx + c.
327. Radi se parcijalna integracija: u = x, dv = sinxdx.

xsinxdx = —xcosx + sinx + c.
3x 2x
328.Uvodi se smena t = e*.| ;” dx = eT —2e* + 4in(e* + 2) +c.
eX+1 —-1V3

329.Uvodi se smena t = e*. [ dx = x — %lnlezx —e*+1|+ \/§arctgL +c.

e2X—eX+1 3

: — X e**+e* __1 x 1 2x 3 x
330.Uvodi se smenat = e .f(ex+2)(ezx+1) =-z In(e*+2)+ m In(e®* +1) + carctge® +c.
331. Uvodi se smena t = ex.fex"exdx =e® 4.
332.Uvodi se smena t = x2, [(x® + x)e ™ dx = —%(x2 + e > — %e‘xz +c.

333. Uvodi se smena t = x3. [(5x5 + x2)e*’dx = §(5x3 +1)e*’ — gexs +c.
334.Uvodise smenat = x + 3. fzdix =arctg(x +3) +c.
x2+6x+10

335.Uvodi se smena x = t2. [ x2eV¥dx = 2e¥* (Vx5 — 5x2 + 20vx3 — 60x + 120vx — 120) +c.
336.Radi se parcijalna integracija: u = x2, dv = cosxdx.

x%cosxdx = x?sinx + 2xcosx — 2sinx + c.
337.Radi se parcijalna integracija: u = arctgx, dv = xdx.
1
fxarctgxdx = Exzarctgx - Ex + Earctgx +c.

338.Uvodi se smena x = t2. [ arctgyxdx = xarctgx —vVx + arctgyx + c.
339.Radi se parcijalna integracija: u = arctgx, dv = x?dx.

1 1 1
fxzarctgxdx = §x3arctgx - gxz + gln(x2 +1)+c.

340.Radi se parcijalna integracija: u = arccosx,dv = xizdx.

J‘arccosxd 1 ll \/1—x2—1+
22 X = —_arccosx Zn\/l——x2+1 c.

341.Radi se parcijalna integracija: u = In(1 + x2),dv = xizdx.
In(1+ x2
[,
x
342.Radi se parcijalna integracija: u = lni—:, dv = dx.

1
=— ;ln(l + x%) + 2arctgx + c.

x—1 x—1
343.Radi se parcijalna integracija: u = In(x? + 16),dv = dx.

x
f In(x? + 16)dx = xIn(x? + 16) — 2x + 8arctgz +c.

x+1 x+1
fln dx = xln +in|x?>—-1| +c.

344, Radi se parcijalna integracija: u = arcsinx, dv = dx.
arcsinxdx = xarcsinx ++1—x? +c.
345.Radi se parcijalna integracija: u = arcsin®x, dv = dx.

f arcsin®xdx = xarcsin®x + 21 — x2arcsinx — 2x + c.

2420 1
346.Radi se parcijalna integracija: u = %, dv = iz exdx.
X X
x2+2x—-3 1 7x2—-8x+3 1
———exdx=—-——ex+c.
x x
. i . o . _ x — SINX—COSX 4 —

347.Radi se parcijalna integracija: u = (sinx — cosx)e*, dv ey fistx 2

348.Radi se parcijalna integracija:u = e3*, dv = sin(4x)dx.

e>*cos(6x)dx = aes"cos(6x) + %es"sin(@c) +c.
349.Radi se parcijalna integracija:u = e*, dv = sin(4x)dx.
f e*sin(4x)dx = —14—7excos(4x) + %exsin(élx) +c.

350. Radi se parcijalna integracija:u = e3*, dv = sin(2x)dx.

f sin(2x)e3*dx = — Ee3"cos(2x) + Ee3xsin(2x) +c.
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351.Radi se parcijalna integracija: u = x, dv = e*sinxdx.

1 1 1
fxe"sinxdx = (— —x + —) e*cosx + Exexsinx +c.

2 2
2_
352 [ 22 R = 6 [+ 7 [ =+ 8 [ = = 6ln|x| + 7in|x — 3| + 8lnlx — 4| +c.
2_
353. [TI 2 dx _6fd"+7f +8f——6ln|x|+7ln|x—2|+8ln|x—4|+c
354. fxff::% = Zf —Zlnlx—2|+3arctgx+c.
355, [ S gy = & +6fxdx—21n|x—2|+3ln(x2+1)+c
(x+1)3 _ __ _
356. fx2+2x Sdx = fxdx+fdx+4f 2+2 Sdx =-x? +x +2ln|x? + 2x — 3| +c.
357. f(x2+1)xdx = fdx—Zfdx+ f;ixl f1+x2 —x—2ln|x| + In(x% + 1) — arctgx + c.
3_
358.f% =4[ Z+3 [ 42 [ Z—dx = 4lnlx| + 3Inlx — 1]+ In(? + 1) + c.
359.[6";# _zfd"+f +3f—_zzn|x|+ln|x—1|+3ln|x+1|+c
360. fm fx2+1 - fx2+4 = —arctgx —Earctg5+c.
x+4 _ ax , 4 979 - _i_i 2 _i x
361.fx46+9x;dx— f x2+9dx— Lin|x| 1Bln(x +9) Sarctgs +c.
o
362. fx3(2x 1)d;»c— —8ln|x| +8ln|2x—1|+——;+c
363. Uvodi se smena t? = x + 1. f( ) sdx =2Vx+1— +4ln|Vx+1—1|+c

364. Uvodi se smena t3 = x + 1. IT_E‘/(}H'DZ_?’WH' +3m|Vx+1+1|+c
365.Uvodi se smena t® = th/—“/_ =3 V_+ 63/x — 6arctg\/_+ c.

x(1+3x

366. Uvodi se smena t3 = zﬁ 3’ Xy =3 3’ 2+X
(2- x)2 z+x z x
2 _17x 1-x (L | I=xg, -1 _
367.Uvodi se smena t? = — = ,X4(1+x) dx = fxz ’1+x dx = \/E—l In
1+x

+1

1"‘—1‘+
+x

n 1_—x+1|+c.
'\’1+x

1
/ﬂu
1+x

(23 "—“+1>\/§
368. Uvodi se smena t3 = "xﬂ X—Jlrl 3,(“1) dx = —In|’ |22 +3 lin ( , XH 3’x+ + 1> V3arctg——— \/7 +c.
369. Uvodlsesmenat3—x+2f \/mdx=3 (2”)4 (x+2)2 l |Vx+2—1|+ w/(x+2)2+\/x+2+2|—
27;{32_ arctg (2 \/x+7+1)\/_ te
370. Uvodi se smena x = —. | x24 '(xz 1)3
COSt X
371.Uvodi se smenat = tg fidx =In |tg—+ 1| +c.
1+sinx+cosx 2

372.Radi se parcijalna 1ntegrac1]a u = In(x — 1),dv = xdx.
e+1 1 1
f xin(x—1Ddx=-(e+1)?*+1—=e.
2 4 2
373.Radi se smena: t = 1 — x.

1 5
2 1— 5 = —
fo30x (1 —x)°dx 28

374.f3 arcsin ,Ll dx = 4?” — v/3.Najpre se radi smena t2 = ——,

x+1
375.P = foo 2+1dx—7r

376.P——fz dx = In=-

377.P = f+°° x= exdx = f_ooe"_exdx + f0+°°e"_exdx =1.

378. P = [ 27(x? — 8)exdx - [°, (2 = 8)e¥dx = 6 + 4e722(2v2 + 1).

379.P = [} (ﬂ— (x +3)) dx = 16ln2.

380. P = [; (%— (x—1)) dx = 4ln2.
381. P = f (ﬂ (x +4)) dx = 9n2.
382. ) =lm [l =T

(2 x)\/l x £-0 (2—x)\/1—x 2
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383.f_+;o e* ¢ dx = f_oooex‘exdx + f0+°°ex‘exdx =1

384.1)a € [-2,0] = [ =57 = +oo
2)a € (—0,—2) U (0, +00) =>f“’°%=ﬁ.
395, || dxdy = P(D)=12.
D
386. [ dxdy = P(D) = 4
387. [ dxdy = P(D) = 16
388. J.I dxdy = P(D) =8.
D
389. [[, dxdy = P(D) = =-
390. [f, dxdy = P(D) = r’n = 2m.
391. [[,dxdy = P(D) = r’n = m.
392. [f, xydxdy = f ydy f“_y Y dx —o

2673

393. [f, xydxdy = f ydyf_wxdx =—-=
394. .U xydxdy = I xdx .[ ydy = —

B 2-2y2
3
395. J.J.xydxdy jxdx Iydy_—E
_ Z_EXZ
3

396. ffnydxdy = f_oﬁxdx fo\/Tydy = E-

i 112
397. ” xydxdy = _[xdx j ydy = ——
D 5 Jiaxx?—a5 3’
—V14x—x“-45
398. [[, xydxdy = f; xdx [ B ydy = 63—4.

399. [, xydxdy = fexdx fomydy = —ﬁ_

400. f[) xydxdy = f ydy f“_y T2k
401. f[) xydxdy = fzﬁydy ffmxdx =——

5 0
402. f[) xydxdy = [ xdx |~ —e—ydy = —
Vothers 21 +§x/§

403. f[) xydxdy = f3+‘/_ dx | " ydy =
5 0

404. f[ xydxdy = [ ydy f_mxdx = —16.
V3 0

405. ff, xydxdy = [ zxdx [,,_,ydy = 0.

64

406. ﬂx y )dxdy = Idxzfx y)dy = T

-3 2x-1

407. ff (x + y)dxdy = f dyfzer3

14
(x+y)dx = 19E.
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408. f[ (x + 2y)dxdy = fol dx ff(x + 2y)dy = 2%.
409. f[,(2x + y)dxdy = fl dx fﬁ(Zx +y)dy = i.

410. ff (y + yx)dxdy = fz dxf

411.ffDxey dxdy = fo ey dyfrxdx = Z(e16 -

412.Jf, 72— dxdy = Jy dx [} Z—dy = In4—1.
l
413, f dx fexf(x y)dy = f dy |, nyf(x,y)dx.
414VT+ 22+ JT+y2 =C.
415. In|]1 — y| + %ln(xz +9) =C.
416. x+y —In|j(x + D(y + 1| =C.
417. Iny — 3arctgx — 2ln|x — 2| = C.
2
418. 2inly — 2| + 3In(y2 + 1) — "7 =C.
V13
V2 (y+3)«/" vz, [
419. ~arctg=——+—lIn _3_% =C.
2
42054 ¢
z
421 g C.
X
=C.
423.y=Ce* —x%—1.

424.y = Cx — xcosx.
425.y = Ce®* + 1.
426. y = Cx + xsinx.

427.y = x%+ix2
428.y = x%+ix2
429.y = —

1 1
—-x+-.
3 2

430.y = (Ce* — 2% —8x - 16) .
431.y =
432.y =

433. = (; + %)2

434.y = Cysinx + Cicosx — %xcosx.

435.y = Cie ™ + Cyxe ™ + (%xe‘ + %xz) e*.

436.y = (61 + Cox + %x‘*) e*.

437.y = Cie?* + Cxe®* + (—%x3 + éxz) e?*
438. y = Cie* + Cre3* + (x — 1)e?*.

439. y = Cie* + Cpe3* + (x — 1)e?* +§x +§.
440.y = Cie* + C,xe* +—x e*

441.y = Cie™™ + Ce%*
442y = C,e™ + C,e3* + ix + é + xe™
443.y = Ce* + C,e3* +2x +%—xe3"

3
444, y = Cie ™ + Ce 3% — ix + é + xe 3%,

- gcos(Zx)e".

y +yx)dy + ﬁ dx
1.

Newred
R+ yndy =2

445,y = Cie? + Ce* + (—%xz - x) e* — %sinx —%cosx.
446.y = C; + C,e™%* + (3x — 4)e* — sinx — 2cosx.

447.y = C1e™8% + Ce™% — xe™%* —éx +%.
17

448.y = Cie 8 + Ce™* + xe‘g" - %x + e

449.y = C,e% + C,e% — xeB% + 1 X +%

450.y = C;sin(4x) + C,cos(4x) + Zx - 5xcos(4x) .
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451. y = Cre*™ + C,e ™ + %xe‘“‘ —ix.

452.y = C;sin(3x) + C,cos(3x) + gx - %xcos(3x)
453.y = C; + C,e?* — %xz - %x - %sin(Zx) + %cas(Zx).
454.y = C; + C,e* — %sinx + %cosx +%e‘x .

455.y =C; + C,e™ — isinx - %cosx —xe .

456.y = C; + C,e”* — ixz - %x + %xe”.

457.y = C1e3% + Ce* + éxe“ - %sin(Sx) + 1—15005(395).

458.y = C1e3% + C,e 3% — gx + éxe3x

459.y = Cysin(2x) + C,cos(2x) je reSenje diferencijalne jednacine y" + 4y = 0.

460.y = C;e%* + C,e~%* je reSenje diferencijalne jednacine y" — 4y = 0.

461. y, = i + (yo - %) (— g)t =1_ l(— g)t ReSenje kad t — oo konvergira ka é

1 1 N 1o b, . 1
462.y, = st (yo - E) (— Z) =:- E(_ Z) . ReSenje kad t — oo konvergira ka p
463.f(x) =C; 4"+ Cy x4+ 1

t t
464.y, = C; -3t +Cy - (%) —-3,y=5- (%) — 3. ReSenje kad t — oo konvergira ka -3.

465.y, =Cy - G)t +Cy- g)t +6,y=-31- G)t +27- (;)t + 6. ReSenje kad t — oo konvergira ka 6.

(
466. y, = Cy - (;)t +Cy- (g)t +1,y= %- (g)t - %- (g)t + 1. ReSenje kad t — oo divergira ka +oo.
467.y, = Cy - G)t +Cy- (— ?)t + %,y = —Z- (g)t +§- (— g)t + % ResSenje kad t — oo konvergira ka %
468.y, = C; - (g)t +C, (- §)t +2,y=— (g)t +(- g)t + 2. Redenje kad t — oo konvergira ka 2.

469. y, =C; - G)t +Cy- G)t +1,y= -3 G)t + g- G)t + 1. ReSenje kad t — oo konvergiraka 1.

470.y, =Cy - (%)t +Cy (— %)t +2,y= —% (%)t + % (— %)t + 2. ReSenje kad t — oo konvergira ka 2.

t t
471y, =C1 - 28+ Cy - (— %) —-2,y=2t+ (— E) - 2. Reéenje kad t — oo divergira ka +oo.
t

472. y, = (g) (C1 sm Zt+Cy-cos™ t) +1,y= ( ) ( Zstt — cos— t) + 1. ReSenje kad t — oo konvergira ka 1.

473. y, =C; - ( ) +C,- (— %) +— = ——7- (——) 08 (— %) + E' ReSenje kad t — oo konvergira ka E'
474. y, = (:)n+ Cy- ( 4)t + 35,y = _E (%) ;g: (— —) + % Resenje kad t — oo konvergira ka %
475. 3, =G - (3) + 6, (3) +1y=6-(2 ) —7. (;) + 1. Reenje kad n — oo konvergira ka 1.
476. = C; - (- 3;'4“_) +C, 31;/_) +1,y= 12;2_:_5 (‘Sj‘fﬁ)n ‘1276_‘?- (_315)” + 1. ReSenje kad n — oo konvergira
ka 1.
477. yp = Cy - j)n +C; - (— g)n +2,y= —?- (— ;) +2. (—g)n + 2. ReSenje kad n — oo konvergira ka 2.
t

5
2. (— %) + 2. ReSenje kad t — oo konvergira ka 2.

t
: —2) + 1. ReSenje kad t — oo konvergiraka 1.

—g)t +l,y=——- (— —)t +2. (—z)t + 1. ReSenje kad t — oo divergira ka +oo.

482. y, = G - s

) + Gy
483. y, =Cy - g) + Cy - (Z) +1,y= L. (é)t + g- (E)t + 1. ReSenje kad t — oo divergira ka —oo.

( 7 3 1
484. y, = ( + C-(-3)+1,y=— (— 1) %- (—3)t + 1. Resenje kad t — oo divergira ka +oo.
3
T4 3\2 (1\2 27
i 1 }—>P<x—z>—<><;> -z
( () zers
b)P = 2(40) 18278
4
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P(B) (8

~\14
487.p=1-2.2.2-2,
4 4 4 64

488.0znacimo dogadaje:

A - da smo izvukli belu kuglicu,
B - da smo iz druge u prvu prebacili belu,

C - da smo iz druge u prvu prebacili crvenu.
Tada vazi: P(4) = P(A|B,) - P(B,) + P(4|B,) - P(B,) = % - % = L=

16 10 160"

489.3) P(A) — (2)(3)"’(2)(2) _ 85

14 ~ 1001°

»
~—

P(B) = w - ue
by Py = () +(2)"
= () (51) + O @) O @)
490,20 = B =
OO0 _ o

P(B) =

DO 2

491.0znacimo dogadaje:

A — da se pojavio broj 1,
B; — da smo izvukli prvu kocku,
B, — da smo izvukli drugu kocku.

_ PAB)P®y) _ P(AIB1 )P - i =t
Tadavazi: P(B1|4) = === = ;B » G0+ r(AIB) PG — Tt S

492.0znacimo dogadaje:

493.

A — dajeizvucena 1 belai 2 crvene,
B — da smo izgubili belu kuglicu,

C — da smo izgubili crvenu kuglicu.
Tada vazi:

(D@) 8 (f)(?) 9 36

P(A) = P(A|B) - P(B) + P(4|C)-P(C) = (16) -ﬁ+ (16) ‘785"
3 3

P(A|B)-P(B) _ =

85 —

P(BlA) = LETED — 5 =
8

N

P(C|A) =§.

a) Oznacimo dogadaje:

A — daje izvucena bela kuglica,

B; — da smo prebacili belu kuglicu,

B, — da smo prebacili crvenu kuglicu.

x+1 b X c
P(A) = P(A|B,) - P(By) + P(A|B,) - P(By) =

x+y+1 b+c x+y+1 b+c

b) Oznacimo dogadaje:

A — daje izvucena bela kuglica,

B; — da smo prebacili 3 bele kuglice,

B, — da smo prebacili 2 bele i 1 crvenu,

B3 — da smo prebacili 1 belui 2 crvene,

B, — da smo prebacili 3 crvene.

P(A) = P(A|B,) - P(By) + P(A|B,) - P(By) + P(AlB3) - P(B3) + P(A|B,) - P(By) =
_mn @0, we GO, e OO Q6

T xty+3 (*) Xty+3 () Xty+3 () Xty+3 oy
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(o)) (@+()asy)

494.2) P(4) = Ga ,P(B) =1~ UG :
P = () + ()" P = 1- ()2 (65 - (D) 62
495.P(A) = 5, P(B) = =, P(C) = ==, P(D) = ==

1 1 1
496. P(A) = —,P(B) = —,P(C) = -.
497. Prost kamatni racun:

Krajnja vrednost kapitala Kn (uvecani ulog zajedno sa interesom na interes) je:
K, =K, (1 + %) , g-vreme u godinama,

m .
K, =K, (1 + p—) , m-vreme u mesecima,

1200
d . .
K, = K, (1 + 3:%) , d-vreme u danima (godina 360 dana),
pd . .
K, =K, (1 + 36500) , d-vreme u danima (godina 365 dana).
Stopa rasta akumulacije je: % tako da za slucaj prostog kamatnog racuna iznosi: % .
n-1

SloZen kamatni racun:
Krajnja vrednost kapitala Kn (uvecani ulog zajedno sa interesom na interes) pri godiSnjem kapitalisanju nakon n godina je

n
K, =K, (1 + %) ,gde je Ko pocetni kapital a p dekurzivna interesna stopa. Kapitalisanje pored godiSnjeg u oznaci (pa)

mozZe biti Sestomesecno (ps), tromesecno (pd), mesecno (pm), dnevno i neprekidno.

Racunanje i odobravanje kamate na kraju odredenog vremenskog intervala zove se dekurzivno racunanje interesa i
oznacava se slovom d uz interesnu stopu. Tako (pa) d znaci da je interesna stopa p% godisnja.

Ako se kapitalisanje vrs$i m puta godiSnje uz interesnu stopu p% tada je krajnja vrednost kapitala Ko posle n godina K,,,,, =

P mn
Ko (1 + 100m) :
Ako je kapitalisanje neprekidno uz godiSnju interesnu stopu p%, tada je krajnja vrednost kapitala Ko posle vremena t koje
pt

je dato u godinama (t ne mora biti ceo broj) jednaka K, = Kye1oo.
I A w1y . . .
Stopa rasta akumulacije je: "K—"l tako da za slucaj slozenog kamatnog racuna iznosi:
n-1

p p \™ g
—,(1 + ) —1,iewo —1 redom.
100 100m

498. Isto kao u predhodnom zadatku.

499.p, = [(1+ 1g’gm)m —1]-100.

2
a)pe=[(1+%) —1]-100:21%.

4
b) p. = [(1 + %) - 1] -100 = 21,55%.

. 20 \™
) pe = lim [(1+-2-)" —1]-100 = (€°% — 1) - 100 = 22,14%.

500.p = [(1+ L)m —1]-100.

100m

2
a)pe=[(1+%) —1]-100:44%.

4
b) p, = [(1 +2) - 1] -100 = 46,41%.

. 40 \™
) pe = lim [(1+2)" —1]-100 = (e** — 1) - 100 = 49,18%.
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DODATAK A
PODSETNIK

U podsetniku je dat kratak pregled osnovnih pojmova iz srednje $kole, koji su Vam neophodni, a koji se ne uce ni na
predavanjima ni na vezbama, jer se podrazumeva da to znate.

Preporucujem da ovo prvo procitate.

Sve §to je dato u podsetniku morate dobro da savladate, kako bi to kasnije efikasno koristili pri izradi ispitnih zadataka.

1) Iskazi
Tablica istinitosti “i” i “ili” iskaza:
Q PAQ PvQ
T T T T
T 1 1 T
L T 1 T
L 1 1 1

2) Skupovi brojeva u elementarnoj matematici
Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3, ... }.
Skup celih brojeva Z = {...,—2,—-1,0,1,2, ... }.

m
Skup racionalnih brojeva Q = {—|m eZ,neN }
n

Skup realnih brojeva R= Q + iracionalni, gde su iracionalni brojevi oni brojevi koji ne mogu da se predstave pomo¢u
razlomka kao $to suv2,v/3,e,7, ...

Neke osnovne formule

a’?—b?=(a-b)(a+b)

a? + b? = ne moZe se rastaviti.

a® —b3 = (a—-Db)(a?+ab +b?)
a®+ b3 = (a+b)(a?—ab + b?)
(a—b)? =a?—2ab + b?

(a+ b)? =a? + 2ab + b?

(a —b)® = a® —3a®b + 3ab? — b3
(a+ b)® =a®+ 3a?b + 3ab? + b3

O N UEWN
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3) Binomni koeficijenti

n
To su izrazi oblika (kj

Racunaju se na sledeci nacin:

7 .6- 9 .8.7. 5 )
Na primer :E 235, :M 2126, :E =10.
3 3-2-1 4 4.3.2-1 2 2-1

Kao sto vidite dole je uvek faktorijel donjeg broja, tj proizvod svih brojeva od njega do jedinice, a gore je proizvod gornjeg broja
i brojeva unazad onoliko koliki je donji broj.
Osobine binomnih koeficijenata:

n
1) 0 =1

n
2|, |=n

n n
Ik =(n—kj

10 10 9.
Tako na primer = = M =120.
7 3 3-2-1

4) Stepenovanje

a"=a-a-.-a
- - > 2
n—cinioca

Osobine stepena:

1. a’°=1

2. at=a

3. a = ain

4. a™-q" = qgmtn

5 a™a*=aqm™"

6. (am)n = mn

7. (ab)™ =a"b"
a\" a™

. () =5

5) Korenovanje
Ya=bhob"=a

Osobine korena:

1. (T{/E)n=a
2. Yab =43a¥b

3, "\[%:n—g

4. \a=""a

5. ¥am ="Vamk

6. VaZ=lal, (\/E)Z =a
7. %:ﬁ:ﬁ:’{/a_m
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6) Specijalne funkcije

a) Apsolutna vrednost |X| .
27| 2

v
Apsolutna vrednost je funkcija koja sve brojeve pretvara u nenegativne. Na primer |— 8| =8, ‘— T =—, |3| =3.

4
X, x=0
Definicija apsolutne vrednosti: |X| = 0
X X<

b) Signum funkcija SN (X)
Signum funkcija je funkcija koja odreduje znak broja. Na primer sgn(5) = 1,sgn(100) = 1,sgn(-2) = —1,sgn(0) = 0

1, x>0
Definicija signum funkcije je: sgn(x) = {0, x=0
-1, x<0

Izmedu prethodne dve funkcije postoji sledeca veza: |X| =X-50n (X)

c) Faktorijel funkcija nt
Na primer 3=3-2-1=6,81=8-7-6-5-4-3-2-1=40320.
Uvek moZe da se napise veza izmedu dva faktorijela. Tako na primer vazi: N!=n- (n - l)!, (n + 1)!2 (n + l)- n- (n - 1)!

7) Logaritmovanje
X= Iog c &, gdeje A podlogaritamski deoi C osnova logaritma. Uslovi postojawa logaritma su: @, C > (NN
x=log,a<a=c"

Osobine logaritama:

1. log,1=0
2. log.c=1
3. log.(ab) =log.a+log.b
4. log. (g) =log.a—log:b
5. log.a™ = nlog.a = log.Va = %logca
6. logipa =loga
7. log.a=1Ina(e = 2,72)
Ina
8. loga=
In10

8) Imaginarni i kompleksni brojevi
i= \/—_1 — imaginarna jedinica
Kakoje | =v—1=> =16 = 4i,A/—=36 =6i,/— 7 =+/7 -i ita.

Kompleksni brojevi se najée$c¢e oznacavajusa Z = U + iV, gdeje U
realni deo kompleksnog broja,a V imaginarni deo. Tako na primer:

2=24+3Ii=>u=2,v=3
z=-3i=u=0,v=-3

itd.
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9) Jednacine
A) Linearne jednacine sa jednom nepoznatom
To su jednatine oblika dX = b.
Resenje je:
b
Nzaa#z0=>x=—.
a
2)Za A= OAb=0 = jednatina nema resenja.

3)Za d= OAb=0= jednacina ima beskona¢no mnogo resenja.
B) Kvadratne jednacine

To su jednacine oblika ax? +bx+c=0.

2
Diskriminanta kvadratne jednatine je D = b° —4ac.
ReSenja su:

—b++/b?—4ac

2a
b

2)Za D=0= jednatina ima dva realna i jednaka reenjaitosu X; = X, = ——

2a’

1) Za D>0= jednacina ima dva realna razlitita reSenjaitosu X; , =

3)Za D<0= jednacina nema realnih resenja.

C) Iracionalne jednacine
To su jednacine u kojima se nepoznata nalazi ispod korena.
Kako se one resavaju najbolje ¢e se videti iz sledec¢ih primera:

nx=4 /?

x=16

) VX2 +9=5 /2

x> +9=25

x> =16

X, =14
3)%/_=—2 /?
X=-8
4)\2x+3-+/5x+1=0
V2x+3=+Bx+1 /2
2X+3=5x+1
—-3x=-2

S5)Vvx+1++vV2x+3=1

Vx+1=1-v2x+3
x+1=1-2vV2x+3+2x+3
2V2x+3=x+3

42x+3)=x2+6x+9

—x2+2x+3=0

x1=-1,x,=3

Medutim x, = 3 nije reSenje jednacine jer ne zadovoljava uslove, tako da je jedino resenje x = —1.
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D) Eksponencijalne jednacine

E)

To su jednacine u kojima se nepoznata nalazi u eksponentu.
Kako se one resavaju najbolje ¢e se videti iz slede¢ih primera:

13t =81
3X71 — 34
X-1=4
X =5,
2) <5X+l )X_l — (5X72 )X
5x2—l _ 5x2—2x
x? —1=x*-2x
2x =1

1
X=—.

2
3) a2x . a1—3x — a5x .a3x—1
al—x — a2x+l
1-x=2x+1
-3x=0
x =0.
4)10** =0,01
10%* =102
X—4=-2
X=2.
552°'=3 /In
InN2**=1In3
(x-1)In2=In3
x:1+E§.

In2

Logaritamske jednacine

To su jednacine u kojima se nepoznata nalazi u logaritmu.
Kako se one resavaju najbolje ¢e se videti iz sledec¢ih primera:

1 Inx=3In5
Inx=In53
X =125.
2)In(x-1)=2
X—1=¢?
X=e’+1.

1
3) gln(x—l):l
In(x-1)=3
x—1=¢3
x=e*+1
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HInx+In(x+1)=2In(1-x)
In<x24—x)=ln@:—2x—kx2)
X2+ x=1-2x+x?
3x=1

1

X =
3

10) Nejednacine

A) Linearne nejednacine

To su nejednacine oblika aX + bo 0, gde je sa o oznacen neki od znakova >

jednostavne za resavanje, Sto Cete videti i iz primera.
1) 3X—-5>X%x+3
2x>8

X >4,
2)5+x>10
X>5.
3) 5—-x>10
—X>5
X< =5

2Xx+1 3x-1
<

3 15
10x+5<3x-1

7X < —6

/15

4)

X<—=.
7

B) Kvadratne nejednacine

To su nejednacine oblika ax’ +bx +co 0, gdejesa o oznacen neki od znakova >

reSavaju crtanjem grafika kvadratne funkcije.

Grafik kvadratne funkcije Yy = ax® +bX + C se crta na sledeéi nain:

1) Ako je d > 0 funkcija se “smeje” pa ima sledeci izgled:

2) Akoje A < 0 funkcija “place” pa ima slededi izgled:

132

<,<. Ove nejednatine su dosta

<,<. Ove nejednatine se



—b++/b?—4ac

3) Ako je D>0 grafik ima dve tacke preseka sa X — osomitosu X;, = > . Grafik ima slede¢i
' a

izgled:

a=0

a=0

Il 2 Zl 2

4) Ako je D=0 grafik ima jednu dodirnu tackusa X — osomitoje X = 2— Grafik ima slededi izgled:
a

X
X
=0
a=0
X

5) Ako je D<0 grafik nema dodirnih tataka sa X — osom. Grafik ima slededi izgled:

X
a=0
=0

Na sledec¢ih nekoliko primera videcete primenu prethodnog.
1) X2 =2x+1>0
D=0= grafik dodiruje X — osu u tacki X = 1. Kako je d > 0 grafik funkcije ima slededi izgled:
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Dakle, reSenje nejednacine je X = (— OO,l) Y (1, OO).
2) —X* +5Xx-6<0
D=1= grafik se¢e X — osuutatkama X; = 21 X, = 3. Kako je a<0 grafik funkcije ima slede¢i izgled:

Dakle, reSewa nejednacine su X = (— 00,2) \ (3, OO).
3) X2 —2X+2<0
D=-4= grafik neka dodirnih tataka sa X — osom. Kako je d > 0 grafik funkcije ima sledeci izgled:

Dakle, nejednacina nema resenja.
) X>+Xx+1>0
D=-3= grafik neka dodirnih tataka sa X — osom. Kako je d > 0 grafik funkcije ima sledeci izgled:

x

Dakle, resenje nejednacine je X = (— 00, OO).
5 —x*+1>0
Grafik se¢e X — osu u tatkama X; = li X, = —1. Kakoje @ < 0 grafik funkcije ima slededi izgled:
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Dakle, reSenje nejednacine je X = [— 1,1].
C) Logaritamske nejednacine
To su nejednacine u kojima se javlja logaritam.
Kako se one resavaju najbolje ¢e se videti iz slede¢ih primera:

nlInx>0

x>e’ Ax>0
X>1AX>0= x=(10)
2) Inx>1

X>e' Ax>0
X>eAx>0=x=(en)
3) In(x+3)<5
X+3<e’AXx+3>0
Xx<e®-3Ax>-3=x=(-3,e°-3)
1 In(x(x+2))<0
x*+2x<1

x> +2x-1<0

D=8= grafik seée X — osu u tatkama X, = —1— \/E i X, =-1+ \/E Kako je d > 0 grafik funkcije ima
slededi izgled:

\ A

Osim toga postoji uslov da podlogaritamski deo bude pozitivan, tj. X2 +2x>0=xe (— oo,—2) 0 (0, oo).

Dakle, re$enje nejednacine je X = (—1— \/E,Z)U (0,—1+ \/E)

D) Kombinovane nejednacine
To su nejednacine u kojima su na razne nacine iskombinovana prethodna tri tipa. To Cete videti kroz slede¢i primer:

(2—x)fx+3)x*-9)
inx’ +(1) =

Kombinovane nejednacine se najlakSe reSavaju pomocu tablice.
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2-x +++++++ Y+

x5 L R || I |
= P [l ++++++++++4+4++
Iz 1] |+t A
e |- f - - % b

Dakle reSenje nejednacine je X = [2,3] O {— 3}

Napomena: Funkcija nema nulu u tatki X = 0 jer je to donji deo razlomka.

11) Neodredeni i odredeni izrazi

Neodredeni izrazi su izrazi ¢iju vrednost ne znamo. To su slede¢i izrazi:
0 o 0 o
0 0
00 —00,00-0,0-00,—,—,—,—,17,07,007,0",00" .
o0 O

Odredeni izrazi su svi ostali, tj. izrazi ¢ija se vrednost zna. U nastavku su date vrednosti nekih odredenih izraza na kojima
studenti ¢esto grese:

ta 0
Oo+w:wacoia:w,a—w:—CO,OO'CD:OO,—:O,—:(:O,
el a
e =0 In0=-o
a —-a
— =—0,— =00,— =-00,IN0 = —o0,In oo = oo, =1 In1=0
—a 0 0 el=e lne=1
e® =400 [noo = +oo
” ©,a>1 Y 0,a>1
a = , 4a =
00<ax<l w0<ax<l
12) Trigonometrija

Osnovne trigonometrijske funkcije su sin o, CoS ¢, tga i Ctga, gde je & ugao koji moZe biti izraZen u stepenima ili u

radijanima. Veza izmedu stepena i radijana je 180° = 7 rad.

Vrednosti trigonometrijskih funkcija za neke uglove

a(®) 0 30 45 60 90 180 270 360

a(rad) | 0 z/6 | x/4 | x/3 |x/2 |7 37/2 | 2&
sino. 0 1/2 22 /2 J3 /2 1 0 -1 0
cosa. 1 J3 /2 2 /2 1/2 0 -1 0 1
tgo 0 J3 /3 1 J3 %0 0 e 0
ctgo 00 J3 1 \/5 /3 0 .00 0 o0
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Trigonometrijski identiteti

1) o 2
SiN“a+cos“a=1

2) tga-ctga =1

SINa
3) tga=—"
Cosa
CoOSox
4) ctga =—
SIN @

5) sin(-a)=-sina
6) cos(—a)=cosa

7) t9(-a)=-tga
8) Ctg(—a)=—ctga

9y sin(a + B)=sin acos B +cosasin B

10) cos(a + 3) = cosa cos S F sin asin A
B

tga £1gp
1¥tgatgp

11 tg(ai

)_ ctgpctga +1

12) ctg(a £ B H0F L C0a

13) sin(2a) = 2sin a cos

14) cos(2a) = cos® @ —sin’ a

15) sinasin = [oos(a - ) - coslc + )]
16) cosarcos = [cos(a - )+ cos(a + )]
inysinacos f = fsin(a - ) +sin(a+ )

a+ﬂcosa—ﬂ
2 2
a+,BSina—,B
2 2
a+ﬂcosa—,8
2
a+ﬂsina—ﬂ
2 2

18) sin e +sin § = 2sin

19) Sin @ —sin = 2¢0s

20) COS +COS 5 = 2CO0S

21) COSar —COS B =-2sin
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Inverzne trigonometrijske funkcije

Inverzne trigonometrijske funkcije su arcSin X, arccosXx, arctgx i arcctgX . one su definisane na sledeci natin:
arcsinx =a < sina = X

arccosXx = @ < cosa = X

arcigx =a < tga = X

arcctgx = a < ctga = x

.1 .1 T /4
Tako je na primer @rCSIN — = — jerje SIN — = —, a Arctgoo = — jerje tg — = oo.
2 6 6 2 2

13) Analiticka geometrija

A) Prava linija

Prava se naje$ce predstavlja u eksplicitnom obliku Y = KX + N, gdeje k koeficijent pravca, a I odse¢ak na

y ~ osi. Za koeficijent pravca k vazi: K = tg ., gdeje & ugao koji prava zaklapasa X — osom. Prava se
najlakse crta na sledeci nacin:

Na primer imamo pravu Y = 3X + 2. Formiramo sledeéu tabelu:

X 1 2

y 5 8

Crtamo tacke (1,5) i (2,8), a zatim nacrtamo pravu kroz te tacke i to je traZena prava.

Prava oblika X = N je prava paralelna y ~osia X —osuseceu N.
Prava oblika y =N je prava paralelna X — osia y ~ osuseceu MN.
Jednacina prave kroz dve tacke M 1(Xl, yl) iM 2 (X2 VY, ) je:

_ Y2 _
y-yn=o e—x).

Jednatina prave koja prolazi kroz tatku M l(Xl, yl) i ima koeficijent pravca k jer Yy = k(X — X1)+ Yi-
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Uslov paralelnosti dve prave je: kl = kz-

1
Uslov normalnosti dve prave je: k1 =——.
2

kz _kl
1+k.k, |

Ugao @ izmedu dve prave nalazi se iz relacije: tgp =
B) Krug

2 2 2
Jednaéina kruga je: (X - p) + (y - q) =r", gdesu P i, koordinate centra kruga,a I' polupreénik.
2 2
Tako na primer krug ¢ija je jednacina: (X - 2) + (y - 3) =4 ima centar u tatki 0(2,3), a poluprecnik 2, dok

2 2
krug ¢ija je jedna¢ina X~ + (y + 3) =1 ima centar u ta¢ki O(O,—B), a polupre¢nik 1.
C) Elipsa

Elipsa ima slede¢i izgled:

N

Duzina X — poluose je 4, a y ~ poluose b

Jednacina elipse je x_2 + y_2 =1,gdesu @ i b duzine X i y poluose, a centar elipse je uvek u koordinatnom
a b
pocetku.
D) Hiperbole oblika Xy = I1.

1. Ako je n>0 hiperbola ima slede¢i izgled:

¥
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2. Akoje N < 0 hiperbola ima sledeci izgled:

¥

E) Parabola

1. Parabola oblika Yy = ax? ima sledeci izgled:

2. Parabola oblika X = ay2 ima slededi izgled:
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DODATAK B

TABLICA 1ZVODA

(const)'=0
(x")'=nx""*
(@*)=a"Ina
(e")y=¢
(In x)':1
X

(sin x)'= cos x

' 1
W) =2

(cosx)'=—sin x

(tgx)y=——

cos? X

1

(ctgx)'= ——
Sin

(arcsin x)'=

(arccosx)'=—

2 X

1—x?

1

1-x?

(arctgx)'= 1
1+

(arcctgx)'=—

X2
1
1+Xx

2
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DODATAK C

TABLICA INTEGRALA

jdx =X+C
Xn+1
jx”dx: +cC
n+1

dx

J'—: In|x|+c
X

J'exdx =e*+c¢

_[cosxdx =sSin X+c¢C

Isinzde:_Cth+C

dx =arcsinx+c¢

1
J =
! dx = arctgx + ¢

J-1+x2
J- dx |X \/_|
X’ —a 2\/— ‘x+\/_‘

C je proizvogna konstanta

(n=1)

IZ\/_ Jx+c

J'sm XdX = —-cosXx+cC

I dx =tgx+c
cos® x

J‘\/X +a

1 . X
I—de =arcsin — +

a-x Ja

1 X
=—arctg—+

Ide_
a+x2 Ja Ja
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Na pismenom dolazi 5 zadataka. Svaki zadatak nosi 20 poena. Za prolaz je potrebno osvojiti minimum 51 poen. Uglavnom su 4
iz velikih oblasti:
1. Grafik - obavezno - 1.zadatak na pismenom

Integral - obavezno - 2. zadatak na pismenom

Lokalni ekstrem - cesto

Diferencijalne i diferencne jednacine - Cesto 3.14. na pismenom
Resavanje sistema linearnih jednacina (Gaus, Kramer) - ¢esto

v W

Peti zadatak je iz malih oblasti. Male oblasti - zadaci:
Komutativne matrice

N

Determinanta 4 sa 4
3. Inverzna matrica 3 sa 3

4. Matricne jednacine

5. Rang matrice

6. Bazisni minor

7. Logaritamsko diferenciranje

8. Izvod inverzne funkcije

9. Izvod implicitne funkcije

10. Izvod parametarske funkcije

11. Aproksimativna formula (sin29)

12. Tejlorova i Maklorenova formula

13. Prirastaj i diferencijal funkcije

14. Jednacina tangente i normale

15. Grafik - samo jedna tacka

16. Teorijski zadaci iz funkcija sa dve promenljive

17. Direktna primena parcijalnih izvoda

18. Tejlorova i Maklorenova formula kod funkcija sa dve promenljive
19. Promena poretka integracije kod dvojnih integrala

20. Naci diferencijalnu jednacinu ¢ije je reSenje ...

21. Finansijska matematika

22. Verovatnoca

23. Neprekidnost i diferencijabilnost funkcije

24. Rolova, Lagranzova I Bolcano-Kosijeva teorema

25. Nizovi (Bolcano-Vajerstrasova, Lema o 2 policajca, ograni¢enost, grani¢na vrednost)
26. Redovi (Integralni, poredbeni, Kosijev, Dalamberov)

27. Relacije

28. Funkcije (1-1, na, bijekcija, inverzna funkcija)

Na usmenom dolaze 3 teorijska pitanja (svako nosi 33.33 poena) i 3 zadatka (svaki nosi 15 poena).

Student bira da li ¢e da radi zadatak Ili teorijsko pitanje, s tim da moze npr. da prvi radi zadatak, a drugi i tre¢i teorijsko pitanje
i sli¢no. Uvek su teorijsko pitanje i odgovarajuéi zadatak iz iste oblasti. Tako student moze da kalkuliSe, pa ako iz neke oblasti
ne zna da radi zadatke, onda da iz te oblasti uci teoriju i obrnuto.

Ako student radi samo zadatke, ne moze da polozi (45 poena), ve¢ mora da radi rezervni zadatak (15 poena). U tom slucaju
najveca konac¢na ocena koju moze da dobije je 6.
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