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1.

Pojam, znacaj i oblasti statistike

Rec statistika ima 2 znacenja. U svakodnevnom Zivotu rec statistika se odnosi na numericke
podatke. Primeri takvih numerickih podataka su prihod porodice, starost studenta, procenat
ubacenih slobodnih bacanja i pocetna plata pripravnika sa fakultetskom diplomom. Drugo znacenje
reci statistika odnosi se na statistiku kao nauc¢nu disciplinu. U tom smile statistika se definiSe na
sledeci nacin:

Statistika je nau¢ni metod koji se koristi za prikupljanje, prikazivanje, analizu i interpretaciju
podataka i donoSenje statistickih zakljucaka. Statistika ima dva aspekta: teorijski i primenjeni.
Teorijska ili matematicka statistika bavi se razvojem, izvodenjem i dokazivanjem statistickih
teorema, metoda, formula, pravila i zakona. Primenjena statistika podrazumeva primenu tih
teorema, metoda, formula, pravila i zakona u reSavanju realnih problema. Primenjena statistika se
deli na dve oblasti: deskriptivnu i inferencijalnu statistiku (statisticko zakljucivanje).

Deskriptivna statistika se sastoji od metoda prikupljanja, sredivanja, prikazivanja i opisivanja
podataka pomodu tabela, grafikona i sumarnih pokazatelja.

Inferencijalna statistika obuhvata statisticke metode koje primenjujemo da bismo na osnovu
rezultata iz dela osnovnog skupa (uzorka) dosli do zaklju¢aka o karakteristikama osnovnog skupa.
Inace osnovni skup je skup svih elemenata na kojima se pojava statisticki posmatra, a deo tog
osnovnog skupa koji se sastoji od odredenog broja elemenata naziva se uzorkom.

Osnovni skup i uzorak (vrste uzoraka)

Osnovni skup ili ciljna populacija se sastoji od svih elemenata ili jedinica posmatranja cije
karakteristike ispitujemo — pojedinaca (bica), stvari ili predmeta. Deo osnovnog skupa koji je izabran
u svrhe statisticke analize naziva se uzorkom. Prikupljanje podataka o elementima osnovnog skupa
ili uzorka moze se sprovoditi putem ankete. Anketa koja uklju¢uje sve elemente osnovnog skupa
naziva se popisom. Ako je anketa sprovedena na uzorku onda se naziva uzoracka anketa. U
zavisnosti od toga kako se bira uzorak, on moze biti slu¢ajan ili neslu¢ajan. Slué¢ajan uzorak je uzorak
u kome elementi prilikom izbora iz osnovnog skupa imaju odredenu unapred poznatu, verovatnocu
razli¢itu od nule da budu uklju¢eni u uzorak. Kod nesluéajnog (namernog) uzorka neki elementi
osnovnog skupa nemaju Sansu da budu ukljuéeni u uzorak. Dva tipa namernih uzoraka su pogodan
uzorak i uzorak zasnovan na subjektivnom sudu istrazivaca. Kod pogodnog uzorka biraju se
najdostupniji elementi osnovnog skupa da bi se brzo doslo do rezultata. Kod uzorka zasnovanog na
subjektivnom sudu istraZivada, elementi iz osnovnog skupa biraju se na osnovu procene i
prethodnog znanja nekog istrazivada. Jos jedna vrsta uzoraka je kvota uzorak. Kod njega se osnovni
skup deli na podskupove na osnovu odredenih karakteristika. Zatim iz svakog podskupa biramo
poduzorak, tako da svaki poduzorak ima ucesée u uzorku proporcionalno ucesc¢u tog podskupa u
osnovnom skupu.

Tehnike izbora slucajnog uzorka

Postoje 4 tehnike za izbor slué¢ajnog uzorka:

1) Prost slucajan uzorak — Ovo je tehnika u kojoj svaki uzorak iste veli¢ine ima istu verovatnocu da
bude izabran.

2) Sistematski sluc¢ajan uzorak — U sistematskom sluc¢ajnom uzorku slucajnim putem izaberemo
jedan element iz grupe prvih k elemenata, a zatim u uzorak uklju¢ujemo svaki k-ti element, pocevsi

od prvog izabranog elementa koji je uklju¢en u uzorak.
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3) Stratifikovan slucajan uzorak — Kod stratifikovanog slucajnog uzorka najpre osnovni skup
podelimo na podskupove, koji se zovu stratum. Zatim iz svakog stratum biramo po jedan prost
slu¢ajan uzorak. Unija svih prostih slu¢ajnih uzoraka iz svih stratuma predstavlja stratifikovani
slu¢ajan uzorak. Veli¢ine uzoraka koji se biraju moraju da budu proporcionalne veli¢inama stratum
iz kojih su izabrani.
4) Klaster uzorak — Kod klaster uzorka osnovni skup se prvo podeli na (geografske) grupe koje se
zovu klasteri. Svaki klaster je reprezentativan za osnovni skup. Zatim, slucajno izaberemo klastere.
Konacno, iz svakog od izabranih klastera slu¢ajnim putem biramo elemente, koji ¢ine klaster uzorak.
Osnovni pojmovi statistike (jedinica posmatranja, promenljiva, opservacija, serija
podataka)
Jedinica posmatranja ili element uzorka ili osnovnog skupa jeste odredeni subjekat ili objekat o
kojem se prikupljaju podaci, odnosno, na kojem se odredena pojava statisticki posmatra.
Promenljiva (obelezje ili varijabla) je osobina (karakteristika) koja se proucava ili istrazuje, koja
podrazumeva razli¢ite vrednosti po jedinicama posmatranja. Za razliku od promenljive, vrednost
konstante je uvek fiksna. Vrednost promenljive koja se odnosi na jednu jedinicu posmatranja naziva
se opservacijom ili podatkom. Skup podataka koji se odnosi na jednu ili vise promenljivih naziva se
serija podataka. Tako na promer, ako posmatramo sve porodice u Srbiji po broju ¢lanova
domacdinstva, jedinica posmatranja je porodica, promenljiva je broj ¢lanova domacinstva, vrednost
promenljive za svaku porodicu je podatak, a svi podaci zajedno su serija podataka.
Vrste promenljivih i merne skale
Promenljiva moZze biti kvantitativna (numericka) ili kvalitativna (atributivna). Kvantitativna
promenljiva je promenljiva koja se moze brojcano izraziti. Podaci prikupljeni o kvantitativnoj
promenljivi nazivaju se kvantitativnim podacima. Kvantitativne promenljive se dele na prekidne i
neprekidne. Prekidna promenljiva je promenljiva ¢iju vrednost moZemo da brojimo, Sto znaci da
ima samo izolovane vrednosti, najcesée cele brojeve, a ne i meduvrednosti. Neprekidna promenljiva
moze uzeti bilo koju vrednost u odredenom interval ili intervalima.
Promenljiva koja ne moZze uzeti numericke vrednosti, ali moze da se klasifikuje u dve ili vise
kategorija jeste kvalitativna (atributivna) ili kategorijska promenljiva. Podaci prikupljeni o ovakvoj
promenljivoj nazivaju se kvalitativnim podacima.
Postoje 4 nivoa merenja i 4 merne skale: nominalna, ordinalna, intervalna i skala odnosa.
Nominalna skala je najnepreciznija. U ovoj skali brojevi se koriste kod pojava koje se mogu
klasifikovati samo na odredeni broj i tip modaliteta. Tako se klasifikuju na primer pol i bracno stanje
(1 neoZenjen-neudata, 2 oZenjen-udata, 3 udovac-udovica, 4 razveden-razvedena). Dakle broj ne
iskazuje kvalitet, ve¢ je upotrebljen samo kao simbol. Ordinalna skala svodi merenje modaliteta na
njihovo rangiranje po znacaju s obzirom na usvojene kriterijume i to brojevima koji oznacavaju rang,
ali ne pokazuju veli¢inu njihovog razlikovanja. Na primer stepen stru¢ne spreme (1-visoka, 2-visa, 3-
srednja i 4-niza).
Intervalna i skala odnosa pokazuju ne samo redosled modaliteta nego i meru njihovog razlikovanja.
Pri tome obavestenje o apsolutnim razlikama omogudéuje intervalna, a o relativnim skala odnosa.
Intervalnu skalu karakterisSe odredena jedinica mere, tako da za dva merenja mozemo utvrditi
apsolutnu razliku izrazenu u jedinici mere. Najvisi nivo merenja se postize primenom skale odnosa,
koja obezbeduje znacenje bilo kog odnosa merenih objekata, kao Sto su visina u centimetrima,
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telesna masa u kilogramima i slicno. Razlika izmedu skale odnosa i intervalne je i u tome $to nula
kod skale odnosa znaci da pojave nema, a kod intervalne da ima. Na promer teZina nula znaci da
tezine nema, a temperatura nula ne znaci da temperature nema. Zato temperatura i pripada
intervalnoj, a teZina skali odnosa.

Strukturne serije i vremenske serije

Serije podataka se po nacinu formiranja i analitickom sadrzaju dele na: strukturne serije i
vremenske serije.

Strukturne serije pokazuju raspored statistickog skupa po modalitetima, odnosno po vrednostima
obeleZja. Sastoje se iz dva reda obavestenja. U jednom su modaliteti, a u drugom broj jedinica,
odnosno frekvencije (ucestalost), koje pokazuju koliko se puta pojedini modaliteti javljaju unutar
posmatranog statistickog skupa. U zavisnosti od vrste obelezja na osnovu kojega je izvrSeno
grupisanje podataka, postoje strukturne serije sa atributivnim i strukturne serije sa numerickim
obelezjem. Kod strukturnih serija sa atributivnim obeleZjem, vrednosti obelezja se ne mogu izraziti
broj¢ano, a kod strukturnih serija sa numerickim obelezjem, vrednosti obeleZja su brojevi.
Vremenske serije su nizovi statisti¢kih podataka koji pokazuju varijacije pojava tokom vremena. One
se kao i strukturne serije prikazuju u dva niza, s tim Sto se kod ovih serija prvi niz uvek odnosi na
vreme (godina, kvartal, mesec,...), a drugi na veli¢inu (nivo) pojave u posmatranom period. Prema
prirodi podataka koje sadrze, vremenske serije se dele na momentne i intervalne. Vremenske serije
koje pokazuju veli¢inu ili nivo pojave u ta¢no odredenim sukcesivnim momentima vremena nazivaju
se momentnim serijama. Intervalne vremenske serije pokazuju tok (kretanje) pojave u sukcesivnim
vremenski intervalima: izdaci za hranu pod anima, proizvodnja uglja po mesecima ...

Izvori podataka, popis i uzoracka anketa, slucajne i neslucajne greske

Izvori podataka mogu da se podele u tri kategorije: interni izvori, eksterni izvori, ankete i
eksperimenti. Podatke ¢esto dobijamo iz internih izvora. Takvi su podaci koje preduzeée poseduje o
svojim zaposlenima ili knjigovodstveni podaci preduzeéa. Medutim, ako se analiza oslanja na
podatke van preduzeéa to su eksterni izvori. Podaci dobijeni iz eksternih izvora mogu da budu
primarni ili sekundarni. Podaci dobijeni od organizacije koja ih je prikupila nazivaju se primarni
podaci. Podaci dobijeni od izvora koji ih nije prikupio su sekundarni podaci. Ponekad potrebne
podatke ne mozemo dobiti ni iz internih ni iz eksternih izvora, pa se sprovode sopstvene ankete ili
eksperimenti. U anketi se podaci prikupljaju od elemenata osnovnog skupa ili uzorka, bez neke
kontrole faktora koji mogu da uticu na karakteristike koje nas interesuju ili rezultate ankete.
Anketno istrazivanje mozZe da bude popis ili uzoracka anketa.

Anketa koja obuhvata svaki element posmatranja osnovnog skupa naziva se popis. U praksi se popis
retko koristi, jer je to veoma skupo i dugotrajno istrazivanje. Pored toga, u mnogim sluc¢ajevima je
nemoguce identifikovati svaki element posmatranja ciljne populacije. Obic¢no se za sprovodenje
istrazivanja izabere deo osnovnog skupa. Taj deo osnovnog skupa naziva se uzorak. Postupak
prikupljanja informacija iz dela osnovnog skupa naziva se uzoracka anketa. Anketa moze da se
sprovede tako Sto svaki ispitanik odgovara licno: telefonskim putem, putem poste i intervjuom.
Intervju ima prednost zbog velikog odziva i kvaliteta dobijenih odgovora. Medutim, to je najskuplja i
najdugotrajnija tehnika. Telefonska anketa takode daje veliki odziv. Ona je jeftinija i krace traje od
intervjua. Medutim problem sa telefonskom anketom je u tome $to mnogi ljudi ne vole da ih neko
zove na kucni broj, a osim toga oni koji nemaju telefon izostavljeni su iz nje. Anketa poStom je

88



Statistika - usmeni Caslav Pejdi¢, (064) 123 09 10

najjeftiniji metod, ali je odziv obi¢no veoma nizak.
U eksperimentu se podaci prikupljaju od jedinica posmatranja osnovnog skupa ili uzorka, uz
kontrolu faktora koji uti¢u na karakteristike koje nas interesuju ili rezultate eksperimenta. Na
primer, ako testiramo novi lek, pacijente ¢emo podeliti u dve grupe: kontrolna grupa- ¢lanovi grupe
ne dobijaju taj lek, eksperimentalna grupa — ¢lanovi grupe dobijaju pravi lek.
Anketa koja obuhvata svaki element posmatranja osnovnog skupa naziva se popis. U praksi se popis
retko koristi, jer je to veoma skupo i dugotrajno istraZivanje. Pored toga, u mnogim sluc¢ajevima je
nemoguce identifikovati svaki element posmatranja ciljne populacije. Obi¢no se za sprovodenje
istrazivanja izabere deo osnovnog skupa. Taj deo osnovnog skupa naziva se uzorak. Postupak
prikupljanja informacija iz dela osnovnog skupa naziva se uzoracka anketa. Anketa moze da se
sprovede tako Sto svaki ispitanik odgovara licno: telefonskim putem, putem poste i intervjuom.
Intervju ima prednost zbog velikog odziva i kvaliteta dobijenih odgovora. Medutim, to je najskuplja i
najdugotrajnija tehnika. Telefonska anketa takode daje veliki odziv. Ona je jeftinija i krace traje od
intervjua. Medutim problem sa telefonskom anketom je u tome $to mnogi ljudi ne vole da ih neko
zove na kuéni broj, a osim toga oni koji nemaju telefon izostavljeni su iz nje. Anketa posStom je
najjeftiniji metod, ali je odziv obi¢no veoma nizak.
U eksperimentu se podaci prikupljaju od jedinica posmatranja osnovnog skupa ili uzorka, uz
kontrolu faktora koji uti¢u na karakteristike koje nas interesuju ili rezultate eksperimenta. Na
primer, ako testiramo novi lek, pacijente ¢emo podeliti u dve grupe: kontrolna grupa- ¢lanovi grupe
ne dobijaju taj lek, eksperimentalna grupa — ¢lanovi grupe dobijaju pravi lek.
Uzorci izabrani iz istog osnovnog skupa se medusobno razlikuju buduci da imaju razli¢ite elemente,
pa prema tome i razli¢ite vrednosti. Takode, rezultati dobijeni na bazi bilo kog uzorka ¢e se
razlikovati od rezultata iz osnovnog skupa. Razlika izmedu vrednosti statistike uzorka i parametra
osnovnog skupa se naziva slu¢ajnom greSkom. Ta razlika predstavlja sluajnu gresku pod uslovom
da je re€ o slu¢ajnom uzorku i da nije napravljena neka neslucajna greska. Na primeru aritmeticke
sredine vazi: slu¢ajna greska = x — p.
Postoji samo jedna vrsta slucajne greske i ona nastaje usled slué¢ajnog izbora elemenata u uzorak.
Za razliku od slucajnih gresaka, postoje greske koje nastaju iz nekih drugih razloga, kao Sto su greske
prilokom prikupljanja podataka i greSke prilikom unosa podataka u tabele i nazivaju se neslucajne
(sistematske) greske. Ove greske ne nastaju slucajnim putem, veé je njihov uzrocnik ljudski faktor.
Glavni razlozi nastanka neslucajnih gresSaka su:
1) ako uzorak nije slucajan, razultati na osnovu uzorka mogu se znatno razlikovati od rezultata
popisa
2) pitanja mogu biti tako formulisana da nisu razumljiva svim ispitanicima iz uzorka ili iz osnovnog
skupa, usled ¢ega se dobijeni odgovori ne mogu smatrati validnim
3) ispitanici mogu namerno da daju netacne informacije kao odgovore na neka osetljiva pitanja
4) anketar moze jednostavno napraviti gresku i prilikom evidentiranja podataka ili njihovog unosa u
bazu podataka

8. Sredivanje i graficko prikazivanje kvantitativnih i kvalitativnih podataka
Podaci zapisani redosledom kojim se prikupljaju , pre nego Sto se urede ili grupisu nazivaju se
negrupisani podaci.
Za sredivanje kvalitativnih podataka koristi se raspodela frekvencija, raspodela relativnih frekvencija
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i procentualna raspodela. Raspodela frekvencija za kvalitativhe podatke sadrzi dva niza informacija:
kategorije (modalitete) i odgovarajudi broj jedinica posmatranja koji pripada svakoj kategoriji
(frekvencije). Relativna frekvencija jedne kategorije se dobija kada se njena frekvencija podeli sa
sumom svih frekvencija. Prema tome, relativna frekvencija pokazuje koji deo ili procenat sume
frekvencija pripada odgovarajuéoj kategoriji. Raspodela relativnih frekvencija pokazuje relativnu
ucestalost svih kategorija. U¢es¢e (procenat) jedne kategorije dobija se kada se njena relativna
frekvencija pomnoZi sa 100. Procentualna raspodela je raspodela uc¢esca svih kategorija.

Za graficko prikazivanje kvalitativnih podataka koriste se sledeca dva dijagrama: Stapicasti dijagram
i strukturni krug (pita).

Da bismo nacrtali Stapicasti dijagram, na x-osu nanosimo razli¢ite kategorije kvalitativne
promenljive. Frekvencije nanosimo na y-osu. Za svaku kategoriju ucrtavamo po jedan stubi¢ ¢ija
visina odgovara frekvenciji posmatrane kategorije. Stapicasti dijagram relativnih frekvencija i
procentualne raspodele mogu se nacrtati jednostavno tako $to ¢emo na y-osu umesto frekvencija
naneti relativne frekvencije ili uceséa.

Strukturni krug (pita) c¢esce se koristi za prikazivanje uceséa, iako se moze koristiti i za prikazivanje
frekvencija ili relativnih frekvencija. Ceo strukturni krug predtavlja veli¢inu uzorka ili osnovnog
skupa. Pita se deli na delove razlicite veli¢ine, koji predstavljaju uc¢eséa razlicitih kategorija.

I numericke podatke mozemo urediti pomocu raspodele frekvencija, raspodele relativnih
frekvencija i procentualne raspodele.

Raspodela frekvencija za numericke podatke sadrzi dva niza informacija. Vrednosti promenljive
prikazane grupnim intervalima i njima odgovarajuce brojeve jedinica posmatranja. Podaci prikazani
raspodelom frekvencija nazivaju se grupisanim podacima. Grani¢na vrednost grupnog intervala
predstavlja sredinu izmedu gornje granice jednog grupnog intervala i donje granice narednog
grupnog intervala. Razlika izmedu dve grani¢ne vrednosti jednog grupnog intervala. Sredina
grupnog intervala dobija se kada se zbir dve granice (ili grani¢ne vrednosti) jednog grupnog
intervala podeli sa 2.

Prilikom tabelarnog prikazivanja raspodele frekvencija moramo doneti sledece tri odluke:

1) Koliki ée biti broj grupnih interval

2) Kolika ¢e biti Sirina grupnih interval

3) Kolika ¢e biti donja granica prvog grupnog intervala ili po¢etna tacka

Broj grupnih intervala uglavnom zavisi od broja podataka i najéesce varira izmedu 5 i 20. Cesto se za
odredivanje broja interval koristi Sturdzesovo pravilo koje glasi:

C =1+ 3,3-logN, gde C predstavlja broj grupnih intervala, a N ukupan broj podataka.

Grupni intervali mogu biti razli¢ite Sirine, mada se najéesc¢e uzima da je Sirina jednaka. Najéesc¢e se

Sirina odreduje po formuli:
najveca vrednost—najmanja vrednost

aproks.Sirina grupnog intervala = ; —
broj grupnih intervala

Za pocetnu tacku mozZe da se uzme bilo koji podesan broj maniji ili jednak najmanjoj vrednosti.

Relativna frekvencija grupnog interval se dobija tako Sto se frekvencija tog interval podeli sa zbirom

svih frekvencija.

UceSce se dobija kada relativnu frekvenciju grupnogintervala pomnozimo sa 100.

Za graficko prikazivanje grupisanih podataka koriste se histogram i poligon.

Kod histograma na x-osu nanosimo grupne interval, a na y-osu frekvencije (ili relativne frekvencije
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ili ucescéa). Zatim za svaki grupni interval ucrtavamo pravougaonik Cija visina predstavlja frekvenciju
grupnog interval. Pravougaonici se crtaju jedan do drugog bez razmaka. Dobijeni dijagram se naziva
histogramom frekvencija ili histogramom relativnih frekvencija ili histogramom uceséa.
Da bi se nacrtao poligon frekvencija u dijagram najpre ucrtavamo tacku iznad sredine svakog
grupnog interval u visini koja odgovara frekvenciji tog intervala. Na kraju, ucrtavamo tacku za
sredinu nepostojeceg interval koji prethodi prvom, kao i tacku za sredinu interval koji sledi iza
poslednjeg grupnog interval. Frekvencije tih zamisljenih interval su uvek jednake nuli. Na kraju,
spajamo sve ucrtane susedne tacke. Akon a y-osu nanosimo relativne frekvencije onda je to poligon
relativnih frekvencija, a ako nanosimo ucesca onda je to poligon uéesca.

9. Raspodela frekvencija (apsolutnih, relativnih i kumulativnih) i njihovo graficko
prikazivanje
Raspodela frekvencija za numericke podatke sadrzi dva niza informacija. Vrednosti promenljive
prikazane grupnim intervalima i njima odgovarajuce brojeve jedinica posmatranja. Podaci prikazani
raspodelom frekvencija nazivaju se grupisanim podacima. Grani¢na vrednost grupnog intervala
predstavlja sredinu izmedu gornje granice jednog grupnog intervala i donje granice narednog
grupnog intervala. Razlika izmedu dve grani¢ne vrednosti jednog grupnog intervala. Sredina
grupnog intervala dobija se kada se zbir dve granice (ili grani¢ne vrednosti) jednog grupnog
intervala podeli sa 2.
Prilikom tabelarnog prikazivanja raspodele frekvencija moramo doneti sledece tri odluke:
1) Koliki ée biti broj grupnih interval
2) Kolika ¢e biti Sirina grupnih interval
3) Kolika ¢e biti donja granica prvog grupnog intervala ili poc¢etna tacka
Broj grupnih intervala uglavnom zavisi od broja podataka i najéesée varira izmedu 5 i 20. Cesto se za
odredivanje broja interval koristi SturdZesovo pravilo koje glasi:
C =1+ 3,3-logN, gde C predstavlja broj grupnih intervala, a N ukupan broj podataka.
Grupni intervali mogu biti razli¢ite Sirine, mada se najéesc¢e uzima da je Sirina jednaka. Najéesc¢e se

Sirina odreduje po formuli:
najveca vrednost—najmanja vrednost

aproks.Sirina grupnog intervala = ; —
broj grupnih intervala

Za pocetnu tacku mozZe da se uzme bilo koji podesan broj maniji ili jednak najmanjoj vrednosti.
Relativna frekvencija grupnog interval se dobija tako Sto se frekvencija tog interval podeli sa zbirom
svih frekvencija.

Ucesée se dobija kada relativnu frekvenciju grupnogintervala pomnozimo sa 100.

Za graficko prikazivanje grupisanih podataka koriste se histogram i poligon.

Kod histograma na x-osu nanosimo grupne interval, a na y-osu frekvencije (ili relativne frekvencije
ili uceséa). Zatim za svaki grupni interval ucrtavamo pravougaonik Cija visina predstavlja frekvenciju
grupnog interval. Pravougaonici se crtaju jedan do drugog bez razmaka. Dobijeni dijagram se naziva
histogramom frekvencija ili histogramom relativnih frekvencija ili histogramom uceséa.

Da bi se nacrtao poligon frekvencija u dijagram najpre ucrtavamo tacku iznad sredine svakog
grupnog interval u visini koja odgovara frekvenciji tog intervala. Na kraju, ucrtavamo tacku za
sredinu nepostojeceg interval koji prethodi prvom, kao i tacku za sredinu interval koji sledi iza
poslednjeg grupnog interval. Frekvencije tih zamisljenih interval su uvek jednake nuli. Na kraju,
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spajamo sve ucrtane susedne tacke. Akon a y-osu nanosimo relativne frekvencije onda je to poligon
relativnih frekvencija, a ako nanosimo ucesca onda je to poligon uceséa.

Raspodela kumulativnih frekvencija prikazuje ukupan broj jedinica posmatranja koje imaju vrednost
ispod gornje granice svakog grupnog interval. Raspodela kumulativnih frekvencija se formira samo
za kvantitativne podatke.

Kumulativne relativne frekvencije dobijaju se kada se kumulativne frekvencije podele sa zbirom svih
frekvencija (ukupnim brojem podataka u skupu ili uzorku). Kumulativna uce$éa dobijaju se kada se
kumulativne relativne frekvencije pomnoze sa 100.

Graficki prikaz kumulativnih frekvencija se naziva kumulanta (ogiva). Pri crtanju kumulante, na x-osu
se nanose vrednosti promenljive, odnosno gornje granice grupnih interval, a na y-osu se nanose
odgovarajuce kumulativne frekvencije ili kumulativne relativne frekvencije ili kumulativna ucesca.

10. Deskriptivhe mere

Seriju podataka najcesce opisujemo pomodéu numerickih deskriptivnih mera, koje se obi¢no nazivaju
karakteristi¢ne vrednosti. Dele se na:
1) Mere centralne tendencije
a) Aritmeticka sredina
b) Medijana
c) Modus
2) Mere disperzije
a) Interval varijacije
b) Varijansa
c) Standardna devijacija
d) Koeficijent varijacije
3) Pozicione mere
a) Kvartili
b) Interkvartilna razlika
c) Percentili i rang percentila
Aritmeticka sredina: Aritmeticka sredina je naj¢esce koriséena mara centralne tendencije. U slucaju

negrupisanih podataka aritmeticka sredina se dobija deljenjem zbira svih vrednosti sa brojem vrednosti
u toj seriji. Aritmeticka sredina izracunata za podatke uzorka se obelezava sa X , a aritmeticka sredina
izraCunata za podatke osnovnog skupa se obeleZzava sa i . Broj vrednosti uzorka se obelezava sa n, a
broj vrednosti skupa sa N.

Ako su podaci grupisani, tj. dati u vidu tabele frekvencija, mi ne znamo vrednosti pojedinacnih
opservacija. PriizraCunavanju aritmeticke sredine grupisanih podataka, prvo odredimo sredinu svakog
intervala, a zatim pomnozimo sredine sa frekvencijama odgovarajuéih intervala. Suma ovih proizvoda,
koja se oznadava sa ), x'f , predstavlja aproksimaciju sume svih vrednosti, pa se ova suma deli sa

ukupnim brojem podataka.

5 rf
p==
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Vrednost aritmeticke sredine skupa je konstanta, dok vrednost aritmeticke sredine uzorka zavisi od

izbora uzorka, pa je slucajna promenljiva. Glavna mana aritmeticke sredine je da je ona osetljiva na
postojanje ekstremnih vrednosti.

Medijana: Medijana je jednaka vrednosti sredisSnjeg ¢lana serije podataka koji su rangirani u rastuéem
redosledu. Medijana deli seriju rangiranih podataka na dva jednaka dela. Izra¢unavanje medijane
podrazumeva sledeca dva koraka:

1) Rangiranje podataka od najniZe ka najvisoj vrednosti

2) PronalaZzenje sredisnjeg ¢lana. Vrednost ovog €lana je jednaka medijani.

Ako je broj podataka u seriji neparan, onda je medijana jednaka vrednosti sredisSnjeg ¢lana rangiranih
podataka. Ako je broj podataka paran, onda se ona izracunava kao aritmeticka sredina dva sredisna
podatka u seriji. Medijana odreduje centar histograma, pri ¢emu se polovina vrednosti nalazi levo, a
polovina desno od nje. Prednost koris¢enja medijane kao mere centralne tendencije je u tome $to na
nju ne uti¢u ekstremne vrednosti. Dakle, ako serija ima ekstremnih vrednosti, medijana je bolji
pokazatelj centralne tendencije od aritmeticke sredine.

Modus: Modus je vrednost koja se javlja sa najvecom frekvencijom u seriji podataka. Najveci
nedostatak modusa je u tome Sto je moguce da jedna serija podataka ili nema ili ima vise od jednog
modusa. Ukoliko serija ima samo jedan modus onda se zove unimodalna, ako ima dva modusa

bimodalna, a ako ima vise od dva modusa multimodalna.
Interval varijacije: Interval varijacije je mera disperzije koju je najlakSe izraCunati. Jenak je razlici izmedu najvede i

najmanje vrednosti u seriji podataka. Interval varijacije, kao i aritmeticka sredina, ima nedostatak da na njega
uti¢u ekstremne vrednosti. Drugi nedostatak intervala varijacije je $to se za njegovo izraCunavanje koriste samo
dve vrednosti: najvecda i najmanja. Sve ostale vrednosti serije se zanemaruju.

Varijansa i standardna devijacija: Standardna devijacija je naj¢esc¢e koris¢ena mera disperzije. Vredost

standardne devijacije pokazuje koliko blizu su vrednosti serije podataka grupisane oko aritmeticke sredine.
Uopsteno, manje vrednosti standardne devijacije ukazuju da su vrednosti te serije rasprSene veoma malo oko
aritmeticke sredine. Nasuprot tome, veca vrednost standardne devijacije serije podataka ukazuje da su vrednosti
te serije rasprsene u relativno velikom razmaku oko aritmeticke sredine.
Standardna devijacija se dobija uzimanjem kvadratnog korena varijanse. Varijansa osnovnog skupa se oznacava
sa 02, a varijansa uzorka se oznacava sa s2. U skladu sa tim, standardna devijacija osnovnog skupa se oznacava
sa g, a uzorkasas.
o _Lemw? ., S

N n—1
Iz formule se vidi da varijansa skupa pokazuje prosek kvadrata odstupanja vrednosti x od aritmeticke sredine, a
varijansa uzorka ne. Kod varijanse uzorka se umesto n koristi n-1. Razlog je $to ako bi se koristilo n, varijansa
uzorka bi bila pristrasna ocena, a ako se koristi n-1, varijansa uzorka je nepristrasna ocena varijanse skupa. Inace,
nepristrasna ocena znaci da je u proseku jednaka parametru. Veliine x — u i x — X se zovu devijacijom
vredbnosti x od aritmeticke sredine. Interesantna je osobina da je suma devijacija vrednosti x od aritmeticke
uvek jednaka 0,tj. Y(x —u) =0i Y(x — %) = 0.
U zadacima se Cesto koriste radne formule za izraCunavanje varijanse, jer su brZe za izracunavanje:

2_(Ex)? 2_(En?
zzx N ZZX T

0.2

i s?
N n—-1
Standardne devijacije skupa i uzorka su kvadratni koren iz varijanse: = Vo2 i s = Vs2.

Vrednosti varijanse i standardne devijacije nikada nisu negativne. Standardna devijacija se iskazuje u jedinici
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mere originalnih podataka, a varijansa u jedinici mere na kvadrat.
Ukoliko su podaci grupisani koriste se sledeée formule za izraCunavanje varijanse:

—n)? 1—%)2
o2 = X f(xr—u) i §2 = X f(xr—x)
N n-1
odnosno radne formule:
2_(fx)? 2_Cf0?
o2 = Xfx N , 2 _ Xfx -
N n-—1

Koeficijent varijacije: Odnos standardne devijacije i aritmeticke sredine naziva se koeficijent varijacije. Oznacava
se sa CV i pokazuje koliko iznosi standardna devijacija u procentima aritmeticke sredine.

cv=2-100 i CV=3-100
u x

Kvartili: Kvartili su deskriptivne mere koje dele seriju podataka, rangiranih po velicini, na Cetiri jednaka dela. Tri
mere ¢e podeliti bilo koju seriju podataka na 4 jednaka dela. Ove tri mere su prvi kvartil (Q4), drugi kvartil (Q) i
tredi kvartil (Q3). Drugi kvartil je isto Sto i medijana. Prvi kvartil je vrednost sredisnjeg ¢lana medu opservacijama
koje su manje od medijane, a tredi kvartil vrednost srediSnjeg ¢lana medu opservacijama koje su veée od
medijane. 25% podataka serije ima vrednost manju, a 75% veéu od Q. 75% podataka serije ima vrednost manju,
a 25% vecu od Q5.
Interkvartilna razlika: Razlika izmedu treceg i prvog kvartila naziva se interkvartilna razlika. Obelezava se sa IQR.
IQR =0Q3 — Q4
Percentili i rang percentila: Percentili su deskriptivhe mere koje dele seriju podataka rangiranih po veli¢ini na 100
jednakih delova. Svaka (rangirana) serija podatka ima 99 percentila koji je dele na 100 jednakih delova. K-ti
percentil se oznadava sa Py, i oko k% vrednosti je manje od Py, a (100-k)% vrednosti je vec¢e od Py. Priblizna
vrednost k-tog percentila se odreduje na sledeéi nacin:

kn
P, = Vrednost (1—00) Clana u rangiranoj seriji podataka

Rang percentila za podatak x;x daje procenat vrednosti u seriji podataka koje su manje od x; .
Broj vrednosti manjih od x; 100

Rang percentila za x; =
gp t Ukupan broj podataka

11. Mere centralne tendencije
Mere centralne tendencije su:
a) Aritmeticka sredina
b) Medijana
c) Modus
Aritmeticka sredina: Aritmeticka sredina je naj¢esce koriséena mara centralne tendencije. U slucaju
negrupisanih podataka aritmeticka sredina se dobija deljenjem zbira svih vrednosti sa brojem vrednosti
u toj seriji. Aritmeticka sredina izracunata za podatke uzorka se obelezava sa X , a aritmeticka sredina

izraCunata za podatke osnovnog skupa se obelezava sa u . Broj vrednosti uzorka se obelezava sa n, a
broj vrednosti skupa sa N.

Ako su podaci grupisani, tj. dati u vidu tabele frekvencija, mi ne znamo vrednosti pojedinacnih
opservacija. PriizraCunavanju aritmeticke sredine grupisanih podataka, prvo odredimo sredinu svakog
intervala, a zatim pomnozimo sredine sa frekvencijama odgovarajucih intervala. Suma ovih proizvoda,
koja se oznadava sa ), x'f , predstavlja aproksimaciju sume svih vrednosti, pa se ova suma deli sa
ukupnim brojem podataka.
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Vrednost aritmeticke sredine skupa je konstanta, dok vrednost aritmeticke sredine uzorka zavisi od
izbora uzorka, pa je slucajna promenljiva. Glavna mana aritmeticke sredine je da je ona osetljiva na
postojanje ekstremnih vrednosti.

Medijana: Medijana je jednaka vrednosti sredisSnjeg ¢lana serije podataka koji su rangirani u rastuéem
redosledu. Medijana deli seriju rangiranih podataka na dva jednaka dela. Izra¢unavanje medijane
podrazumeva sledeca dva koraka:

1) Rangiranje podataka od najniZe ka najvi$oj vrednosti

2) PronalaZzenje sredisnjeg ¢lana. Vrednost ovog €lana je jednaka medijani.

Ako je broj podataka u seriji neparan, onda je medijana jednaka vrednosti sredisSnjeg ¢lana rangiranih
podataka. Ako je broj podataka paran, onda se ona izracunava kao aritmetic¢ka sredina dva sredisna
podatka u seriji. Medijana odreduje centar histograma, pri ¢emu se polovina vrednosti nalazi levo, a
polovina desno od nje. Prednost koris¢enja medijane kao mere centralne tendencije je u tome $to na
nju ne uticu ekstremne vrednosti. Dakle, ako serija ima ekstremnih vrednosti, medijana je bolji
pokazatelj centralne tendencije od aritmeticke sredine.

Modus: Modus je vrednost koja se javlja sa najvecom frekvencijom u seriji podataka. Najvedi
nedostatak modusa je u tome $to je moguce da jedna serija podataka ili nema ili ima viSe od jednog
modusa. Ukoliko serija ima samo jedan modus onda se zove unimodalna, ako ima dva modusa
bimodalna, a ako ima vise od dva modusa multimodalna.

12.Ispitivanje asimetrije raspodele (odnos izmedu aritmeticke sredine, medijane i

modusa; box plot)

Kriva raspodele frekvencija moze biti simetri¢na ili asimetri¢na. Postoji viSe naCina za utvrdivanje
simetri¢nosti.

Jedan od nacina je pomocu odnosa izmedu srednjih vrednosti. Naime, ako je raspored simetriéan,
aritmeticka sredina, medijana i modus su jednaki. Ako je raspored asimetrican udesno, aritmeticka
sredina je najveca jer je osetljiva na ekstremne vrednosti koje se nalaze na desnom kraju, modus je
najmanji, a medijana je izmedu njih. Ako je raspodela asimetri¢na ulevo, situacija je obrnuta, tj.
aritmeticka sredina je najmanja, modus je najvedi, a medijana je ponovo izmedu njih.

Drugi nacin za utvrdivanje asimetricnosti je pomocu koeficijenta asimetrije a3. Ako je koeficijent
asimetrije O, raspodela je simetri¢na, ako je pozitivan, raspodela je asimetri¢na udesno, a ako je
negativan raspodela je asimetri¢na ulevo.

Tredi nacin za ispitivanje asimetrije je pomocu box-plot dijagrama. Box-plot je dijagram koji prikazuje
centar, rasprsenost i asimetriju serije podataka. KonstruiSe se crtanjem pravougaonika pomocu
medijane, prvog kvartila, treceg kvartila i najmanje i najveée vrednosti u seriji podataka izmedu donje i
gornje unutrasnje granice.

Box-plot se konstruise na sledeci nadin:

Povuce se horizontalna linija i na njoj se oznace nivoi podataka, tako da sve vrednosti u seriji budu
obuhvacene. Iznad horizontalne linije se crta pravougaonik, Cija je leva strana na poziciji prvog kvartila,
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a desna strana na poziciji trec¢eg kvartila. Unutar pravougaonika se povuce vertikalna linija na nivou
medijane. Zatim se povuku dve linije kojima se spajaju najmanja i najveca vrednost izmedu dve
unutrasnje granice sa pravougaonikom. Ina¢e donja unutrasnja granica se dobija kada se od prvog
kvartila oduzme 1,5'IQR, a gornja unutrasnja granica se dobija kada se na treci kvartil doda 1,5-I1QR.
50% vrednosti serije se nalazi unutar pravougaonika, 25% levo od njega, a 25% desno. Takode 50%
podataka je sa leve strane medijane, a 50% sa desne. Vrednosti koje se nalaze izvan dve unutrasnje
granice se nazivaju outliers. Oni se dele na dve vrste: umereni i ekstremni. Uvedimo nove pojmove
donja spoljasnja granica, koja se dobija kada od prvog kvartila oduzmemo 3:IQR i gornja spoljasnja
granica, koja se dobija kada se na treci kvartil sabere 3:IQR. Ako je vrednost iznad unutrasnjih, ali ispod
spoljasnjih granica, onda je to umereni outlier, a ako je vrednost iznad spoljasnjih granica onda je to
ekstremni outlier.

Ako je serija simetri¢na, linija medijane se nalazi ta¢no na sredini pravougaonika.

13. Mere disperzije

Interval varijacije: Interval varijacije je mera disperzije koju je najlakSe izraCunati. Jenak je razlici izmedu najvede i

najmanje vrednosti u seriji podataka. Interval varijacije, kao i aritmeticka sredina, ima nedostatak da na njega
uticu ekstremne vrednosti. Drugi nedostatak intervala varijacije je $to se za njegovo izracunavanje koriste samo
dve vrednosti: najvecda i najmanja. Sve ostale vrednosti serije se zanemaruju.

Varijansa i standardna devijacija: Standardna devijacija je najé¢esée koris¢ena mera disperzije. Vredost
standardne devijacije pokazuje koliko blizu su vrednosti serije podataka grupisane oko aritmeticke sredine.
Uopsteno, manje vrednosti standardne devijacije ukazuju da su vrednosti te serije rasprSene veoma malo oko
aritmeticke sredine. Nasuprot tome, veca vrednost standardne devijacije serije podataka ukazuje da su vrednosti
te serije rasprsene u relativno velikom razmaku oko aritmeticke sredine.

Standardna devijacija se dobija uzimanjem kvadratnog korena varijanse. Varijansa osnovnog skupa se oznacava
sa 02, a varijansa uzorka se oznacava sa s2. U skladu sa tim, standardna devijacija osnovnog skupa se oznacava
sa g, a uzorka sa s.

L _Lemw? o, X )?

N n—1

Iz formule se vidi da varijansa skupa pokazuje prosek kvadrata odstupanja vrednosti x od aritmeticke sredine, a
varijansa uzorka ne. Kod varijanse uzorka se umesto n koristi n-1. Razlog je Sto ako bi se koristilo n, varijansa
uzorka bi bila pristrasna ocena, a ako se koristi n-1, varijansa uzorka je nepristrasna ocena varijanse skupa. Inace,
nepristrasna ocena znaci da je u proseku jednaka parametru. Veli¢ine x — u i x — X se zovu devijacijom
vrednosti x od aritmeticke sredine. Interesantna je osobina da je suma devijacija vrednosti x od aritmeticke uvek
jednaka 0, tj. X(x — ) =0i X (x —x) = 0.
U zadacima se Cesto koriste radne formule za izraCunavanje varijanse, jer su brze za izraunavanje:

2

2
L 52— 22

22
N
Standardne devijacije skupa i uzorka su kvadratni koren iz varijanse: = Vo i s =+/s2.
Vrednosti varijanse i standardne devijacije nikada nisu negativne. Standardna devijacija se iskazuje u jedinici
mere originalnih podataka, a varijansa u jedinici mere na kvadrat.

Ukoliko su podaci grupisani koriste se sledeée formule za izraCunavanje varijanse:

Y _2
o2 = > fer—p) i g2 = > fxr=x)
N n—-1
odnosno radne formule:
2 2
2 _ foz_(ZI;VX) ) ) _ foz_(ZJ;X)
N n-1
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Koeficijent varijacije: Odnos standardne devijacije i aritmeticke sredine naziva se koeficijent varijacije. Oznacava

se sa CV i pokazuje koliko iznosi standardna devijacija u procentima aritmeticke sredine.
cv=2-100 i CV=3-100
u X

14. Eksperiment, ishodi i prostor uzorka

Eksperiment je proces, Ciji rezultat izvodenja je jedna i samo jedna od mnogih opservacija. Te
opservacije se nazivaju ishodi eksperimenta. Skup svih ishoda jednog eksperimenta se naziva prostor
uzorka.

Prostor uzorka nekog eksperimenta moze da se ilustruje crtanjem ili Venovog dijagrama ili stabla
ishoda. Venov dijagram je slika koja prikazuje sve moguce ishode nekog eksperimenta. Kod stabla
ishoda svaki ishod je predstavljen jednom granom.

Na primer, uzmimo eksperiment bacanja novcic¢a dva puta. Sa G ¢emo oznaciti pojavu grba, a sa P
pojavu pisma. Moguci ishodi eksperimenta su PP, PG, GP i GG. Ako prostor uzorka obelezimo sa S,
mozemo napisati: S = {PP, PG, GP, GG}. Venov dijagram i stablo ishoda imaju slededi izgled:

Prvo I Drugo Krajnji
bacanje | bacanje ishodi
)
I

s (& GG
GGe e GP G
GP
PG
PGe e PP
! P PP
@) (D)

Slika 4.2 (a) Venov dijagram 1 (b) stablo ishoda za dva
bacanja novcica.

15. Koncepti verovatnoce

Tri konceptualna pristupa verovatnodi su:

1) Klasi¢na verovatnoca

2) Koncept verovatnoce kao relativne frekvencije

3) Koncept subjektivne verovatnocde

Klasi¢na verovatnoca: Mnogo puta, razli¢iti ishodi eksperimenta mogu imati istu verovatnocu

realizacije. Takvi ishodi se nazivaju jednakoverovatni ishodi. Pravilo klasi¢ne verovatnode se primenjuje
da bi se izracunale verovatnoce dogadaja za neki eksperiment u kome su svi ishodi jednakoverovatni.
Po pravilu klasi¢ne verovatnoée, verovatnoéa elementarnog dogadaja se dobije kada se 1 podeli sa
ukupnim brojem ishoda tog eksperimenta. Za razliku od toga, verovatnoca slozenog dogadaja A se
dobija kada se broj povoljnih ishoda za dogadaj A podeli sa ukupnim brojem ishoda tog eksperimenta.

Ako sa E; oznacimo elementarni dogadaj, a sa A slozeni dogadaj, moZzemo napisati:
1

Ukupan broj ishoda eksperimenta
Broj povoljnih ishoda za A

P(E;) =

P(A) =

Ukupan broj ishoda eksperimenta
Koncept verovatnoée kao relativne frekvencije: Pretpostavimo da Zelimo da izraunamo sledece verovatnode:

1) verovatnocu da ce slededi automobil koji izade iz fabrike biti ,, defektan”

2) verovatnodu da slucajno izabrana porodica poseduje kuéu

3) verovatnodu da slu¢ajno izabrana Zena nikada nije pusila

Ove verovatnoce ne mogu da se izracunaju koris¢enjem pravila klasi¢ne verovatnoce jer razliciti ishodi
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odgovarajucih eksperimenata nisu podjednako verovatni. U takvim sluCajevima, za izraCunavanje verovatnoda,
koristimo ili postojec¢e podatke, ili generiSemo nove podatke tako Sto ponavljamo eksperiment veliki broj puta.
Relativna frekvencija nekog dogadaja se koristi kao aproksimacija verovatnoée tog dogadaja. Ovaj metod
dodeljivanja verovatnoée nekom dogadaju se zove koncept verovatnoée kao relativne frekvencije. Posto se
relativne frekvencije odreduju izvodenjem eksperimenta, verovatnode izracunate koris¢enjem relativnih
frekvencija mogu da se promene skoro svaki put kada se eksperiment ponovi. Medutim, varijacija ¢e biti mala
ako je uzorak veliki. Ako se posmatra ceo skup, relativna frekvencija daje ta¢nu verovatnodu.

P(A) =£

Sa n je oznacen ukupan broj ponavljanja eksperimenta, a sa f realizacija dogadaja A. Relativne frekvencije nisu
verovatnoce, veé su aproksimacija verovatnoce. Medutim, ako se neki eksperiment ponavlja veliki broj puta,
verovatnoca dogadaja dobijena na osnovu relativne frekvencije tezi stvarnoj ili teorijskoj verovatnoéi.
Subjektivna verovatnoéa: Mnogo puta se sre¢emo sa eksperimentima koji nemaju ni jednakoverovatne ishode

niti mogu da se ponove da bi se generisali podaci. Na primer:
1) verovatnoca da ¢e Milan, koji je student ekonomije, dobiti najbolju ocenu iz statistike
2) verovatnoca da ¢e Crvena Zvezda sledece godine biti prvak u fudbalu
Za izraCunavanje verovatnoce ovih primera ne moZe da se primeni ni pravilo klasi¢ne verovatnoce ni koncept
verovatnoce kao relativne frekvencije. Verovatnoca koja se dodeljuje nekom dogadaju u ovakvim slucajevima se
zove subjektivna verovatnoéa. Ona se zasniva na sopstvenom misljenju pojedinca, iskustvu, informacijama i
verovanju.

16. Slucajna promenljiva
Sluéajna promenljiva je promenljiva Cija vrednost je odredena ishodom slu¢ajnog eksperimenta.
Slucajna promenljiva moZe da bude diskretna (prekidna) i neprekidna (kontinuirana).
Diskretna slu¢ajna promenljiva je promenljiva koja uzima prebrojivo mnogo vrednosti. Na primer:
1) Broj vozila koja se prodaju kod dilera u toku odredenog meseca
2) Broj kuca u jednom bloku
3) Broj riba koje se ulove tokom jednog ribolova
Neprekidna slu€ajna promenljiva je promenljiva koja moZe da uzme bilo koju vrednost iz jednog ili vise
intervala. Posto je broj vrednosti sadrzanih u nekom intervalu beskonacan, moguéi broj vrednosti koje
moze da uzme neprekidna slucajna promenljiva je takode beskonacan. Na primer:
1) Visina neke osobe
2) Vreme potrebno za izradu testa
3) Cena kuce

17. Raspodela verovatnoca diskretne slucajne promenljive i modeli diskretnih raspodela
verovatnoca
Raspodela verovatnocde diskretne slucajne promenljive prikazuje listu svih mogudéih vrednosti koje
slu¢ajna promenljiva moze da uzme i njihovih odgovarajuéih verovatnoéa. Raspodela verovatnoda
diskretne slucajne promenljive ima sledece dve karakteristike:
1) 0 < P(x) <1, zasvakuvrednostx
2)YXP(x)=1
Ove dve karakteristike se takode nazivaju i dva uslova koja raspodela verovatnoc¢a mora da zadovolji.
Raspodela verovatnodée diskretne slucajne promenljive moze da se prikaze u formi matematicke
formule, tabele ili dijagrama. Ukoliko se prikazuje pomocéu dijagrama koristi se Stapicasti dijagram.

Najcesée koris¢eni modeli diskrenih raspodela verovatnoce su:
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1) Binomna raspodela

2) Hipergeometrijska raspodela

3) Poasonova raspodela

Binomna raspodela: Binomni eksperiment mora da zadovolji sledeé¢a 4 uslova:

1) Postoji n identi¢nih opita

2) Svaki opit ima samo 2 moguca ishoda

3) Verovatnoce ta dva ishoda ostaju konstantne

4) Opiti su nezavisni

Slucajna promenljiva X koja predstavlja broj uspeha u n opita binomnog eksperimenta naziva se
binomna slucajna promenljiva. Raspodela verovatnoce za X u takvim eksperimentima naziva se
binomna raspodela verovatnoca.

Hipergeometrijska raspodela: Ako opiti nisu nezavisni, ne moZzemo primeniti binomnu raspodelu. U

takvim slucajevima umesto binomne se koristi hipergeometrijska raspodela. Primer je recimo uzorak
izvucen bez ponavljanja iz kona¢ne populacije.
Poasonova raspodela: Za primenu Poasonove raspodele moraju biti ispunjena sledeéa tri uslova:

1) X je diskretna slu¢ajna promenljiva
2) Realizacije su slucajne
3) Realizacije su nezavisne

18. Ocekivana vrednost i standardna devijacija diskretne sluajne promenljive
Ocekivana vrednost diskretne slu¢ajne promenljive X je vrednost koju ocekujemo da se javi u proseku,
prilikom izvodenja eksperimenta veliki broj puta. Oznacava se sa E(X) iizraunava se kao: (X) = u =
Y. xP(x) . Ocekivana vrednost slu¢ajne promenljive X predstavlja njenu prose¢nu vrednost i takode se
obelezavaisa .
Standardna devijacija diskretne slucajne promenljive X meri rasprSenost njene raspodele verovatnoca i

izraCunava se kao: 0 = \/Z x?P(x) — u? . Standardna devijacija diskretne slu¢ajne promenljive nikada
nije negativna.

19.Raspodela verovatnoca neprekidne slucajne promenljive
Raspodela verovatnoée neprekidne slu¢ajne promenljive se prikazuje pomocu krive raspodele
verovatnoce, koja se joS naziva i funkcija gustine verovatnoca.
Raspodela verovatnodéa neprekidne slucajne promenljive ima sledece dve karakteristike:
1) Verovatnoca da X uzme vrednost iz bilo kog intervala se nalazi u intervalu od 0 do 1
2) Ukupna verovatnocda svih (medusobno disjunktnih) intervala u okviru kojih X moze da uzme vrednost
jel
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Osencena povrsina
jeizmedu0i1

Osemcena povrsina
je 1ili 100%

X

Prva karakteristika se odnosi na to da se povrsina ispod krive raspodele verovatnoca neprekidne
slu¢ajne promenljive, izmedu bilo koje dve tacke, nalazi u intervalu od 0 do 1. Druga karakteristika
ukazuje na to da je ukupna povrsina ispod krive raspodele verovatnoca neprekidne slucajne
promenljive uvek 1 ili 100%. Verovatnodéa da neprekidna slu¢ajna promenljiva X uzme vrednost unutar
odredenog intervala jednaka je povrsini ispod krive izmedu dve granice intervala. Za neprekidnu
raspodelu verovatnoca, verovatnoda se uvek izracunava za neki interval. Verovatnoca da neprekidna
slu¢ajna promenljiva X uzme jednu vrednost je uvek nula.
PX=a)=0
Kao posledica toga kod neprekidnih slucajnih promenljivih uvek vazi:
Pla<X<bh)=P@a<X<bh)
Drugim re¢ima verovatnoda da X uzme vrednost iz intervala od a do b je ista bez obzira da li su vrednostiaib
ukljuéene u interval ili ne.
20. Normalna raspodela, osobine i znacaj
Normalna raspodela je jedna od mnogih raspodela verovatnoéa koje moze da ima neprekidna sluéajna
promenljiva. Normalna raspodela je najvaZnija i najvise koris¢ena od svih raspodela verovatnoca. Veliki
broj pojava u realnom svetu je ili tacno ili priblizno normalno rasporeden. Za neprekidne sluc¢ajne
promenljive koje predstavljaju visine i tezine ljudi, razultate na ispitu ili vreme koje je potrebno da se
neki posao zavrsi se smatra da imaju (priblizno) normalnu raspodelu.
Normalna raspodela verovatnoda ili normalna kriva je u obliku zvona (simetri¢na kriva). Kriva
normalnog rasporeda ima slededi izgled:

Standardna
devijacija =o

AritmetiCka sredina = p X
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Kriva normalnog raspodela ima sledece osobine:
1) ukupna povrsina ispod krive je 1

> Osencena povrSina je
| D)\ Jjednaka 1ili 100%

u X

2) kriva je simetri¢na u odnosu na aritmetic¢ku sredinu

To znadi da se 50% ukupne povrsine ispod krive normalne raspodele nalazi sa leve strane aritmeticke
sredine, a 50% sa desne strane aritmeticke sredine.

— Obe osencene —
povrsine su jednake
0,5 ili 50%

u X
3) dva kraja krive se protezu u beskonacénost, Sto znaci da kriva normalnog raspodela ne dodiruje
horizontalnu osu
Aritmeticka sredina u i standardna devijacija o su parametri normalne raspodele. Kad su date vrednosti
ova dva parametra, mozemo da odredimo povrsinu ispod krive normalne raspodele za bilo koji interval.
Ne postoji jedinstvena kriva normalne raspodele ve¢ familija krivih normalne raspodele, jer svaka
razli¢it par vrednosti u i o odreduje razli¢ite normalne raspodele. Vrednost y odreduje centar krive
normalne raspodele na horizontalnoj osi, a vrednost o pokazuje rasprSenost krive normalne raspodele.
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Iri krive normalne raspodele sa istom
aritmetickom sredinom ali razli¢itim standardnim

devijacijama.

Tri krive normalne raspodelé sa razlici-
tim aritmeti¢kim sredinama ali sa istom standar-

dnom devijacijom.

=20 u=30 u =40 :

Normalan raspored predstavlja najznacajniji teorijski raspored verovatnode iz slededih razloga:

1) Veliki broj pojava ima priblizno normalan raspored

2) Normalan raspored moze posluziti kao dobra aproksimacija raznih prekidnih rasporeda (npr.
Binomnog i Poasonovog) za one vrednosti parametra koje nisu date u tablicama verovatnode

3) Iz normalnog rasporeda je izveden veliki broj drugih neprekidnih rasporeda, koji takode imaju
znadajno mesto u statistickoj analizi, kao $to su Studentov raspored, y? raspored i F raspored

4) Veliki broj statistickih problema se resava ili se moZe reSavati samo uz pretpostavku da populacija
kojoj pripada uzorak ima normalan raspored

21. Empirijsko pravilo za normalnu raspodelu

1) Ukupna povrsina u opsegu jedne standardne devijacije od aritmeticke sredine je 68,26%. Ova
povrsina se odreduje kao razlika izmedu povrsine ulevo od z = 1 i udesno od z = —1.

2) Ukupna povrsina u opsegu dve standardne devijacije od aritmeticke sredine je 95,44%. Ova povrsina
se odreduje kao razlika izmedu povrsine ulevo od z = 2 i udesno od z = —2.

3) Ukupna povrsina u opsegu tri standardne devijacije od aritmeticke sredine je 99,74%. Ova povrsina
se odreduje kao razlika izmedu povrsine ulevo od z = 3 i udesno od z = —3.

Dakle, samo odredena vrsta krive u obliku zvona predstavlja normalnu raspodelu. Kriva u obliku zvona
kod koje je (oko) 68,26% ukupne povrsine u opsegu jedne standardne devijacije od aritmeticke sredine,
(oko) 95,44% ukupne povrsine u opsegu dve standardne devijacije od aritmeticke sredine i (oko)
99,74% ukupne povrsine u opsegu tri standardne devijacije od aritmeticke sredine predstavlja krivu

normalne raspodele.

22. Standardizovana normalna raspodela — znacaj i primena

Standardizovana normalna raspodela je poseban oblik normalne raspodele. Za standardizovanu
normalnu raspodelu, vrednost aritmeti;ke sredine je jednaka nuli, a vrednost standardne devijacije je
jednaka 1. Slu¢ajna promenljiva koja ima standardizovanu normalnu raspodelu se obelezava sa Z.
Realizovane vrednosti slu¢ajne promenljive koja ima standardizovanu normalnu raspodelu se
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oznacavaju sa z i nazivaju se z vrednostima ili z rezultatima. Takode se nazivaju i standardizovane
vrednosti ili standardizovani rezultati.

-3 -2 -1 0 1 2 3 z

Na slici z predstavlja rastojanje izmedu aritmeticke sredine i tacke koja je prikazana sa z iskazano u
standardnim devijacijama. Tako na primer, tacka Cije je z jednako 2, je za dve standardne devijacije
veca od aritmeticke sredine, a tacka Cije je z jednako -2 je za dve standardne devijacije manja od
aritmeticke sredine.

Povrsina ispod standardizovane normalne krive, izmedu bilo koje dve tacke, moze da se tumaci kao
verovatnoca da Z uzima vrednost iz tog intervala. Ukoliko sa F(z) oznacimo povrsinu levo od z, koja
moZe da se nade u tablici 4, vazZice:

1) P(Z <a) =F(a)

2)P(Z=a)=1-F(a)

3)P(a<Z<b)=F(b)—F(a)

Dakle koriS¢enjem tablice 4 moZzemo nadi bilo koju povrsinu ispod standardizovane normalne krive.
Medutim, u prakti¢cnim primenama, slu¢ajna promenljiva moZe da ima normalnu raspodelu sa
vrednostima aritmeticke sredine i standardne devijacije koje se razlikuju od 0i 1. Prvi korak u tom
sluéaju je da se transformise data normalna raspodela u standardizovanu normalnu raspodelu. Ovaj
postupak se naziva standardizacija normalne raspodele. Realizovane vrednosti slu¢ajne promenljive
koja ima normalnu raspodelu (koja nije standardizovana) se obelezavaju sa x. x se u z moze

. . , xX—
transformisati pomoéu formule: z = Tﬂ

Na primer: Ako slucajna prmenljiva X ima normalnu raspodelu sa u = 15i 0 = 6, a treba izraCunati
P(12 < X £ 19), postupak je slededi:
12 - 15 19 — 15
P(12 < X < 19) =p(Tsst):P(—o,5szso,67) =
F(0,67) — F(—0,5) = 0,7486 — 0,3085 = 0,4401.
Standardizovana normalna raspodela ima razne primene. Neke od njih su:
1) Aproksimacija binomne i Poasonove raspodele
2) ocenjivanje aritmeticke sredine skupa, kada je varijansa skupa poznata
3) testiranje hipoteze o aritmetickoj sredini skupa kada je varijansa skupa poznata
4) testiranje hipoteze o jednakosti aritmetickih sredina 2 skupa, kada su varijanse skupova poznate
5) testiranje Spirmanove korelacije ranga, kada je u pitanju veliki uzorak

23. Uzoracka raspodela

Vrednost parametara osnovnog skupa uvek je konstantna, Sto znaci da za bilo koji niz podataka
osnovnog skupa postoji samo jedna vrednost aritmeticke sredine . Medutim, isto se ne odnosiina
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aritmeticku sredinu uzorka X . Razli¢iti uzorci iste veli¢ine, izabrani iz istog osnovnog skupa, daju
razlicite vrednosti aritmeticke sredine. Vrednost aritmeticke sredine u konkretnom uzorku ¢e zavisiti od
toga koji su elementi izabrani u taj uzorak. Prema tome, aritmeti¢ka sredina uzorka X je u stvari,
slucajna promenljiva. Kao i svaka druga slucajna promenljiva i aritmeticka sredina uzorka ima raspodelu
verovatnoca, koja se €esto naziva i uzoraékom raspodelom statistike X. Raspodela verovatnoéa
statistike X se naziva uzora¢kom raspodelom. Ona predstavlja skup parova razli¢itih vrednosti koje
moZe uzeti statistika X i odgovarajuéih verovatnoca. Raspodela verovatnoca bilo koje statistike uzorka
se naziva uzorackom raspodelom.

24.Raspodela sredina uzoraka
Aritmeticka sredina i standardna devijacija koje su izraCunae na osnovu uzoracke raspodele promenljive
X se nazivaju aritmeti¢ka sredina i standardna devijacija statistike X. Aritmeti¢ka sredina i standardna
devijacija statistike X predstavljaju aritmeti¢ku sredinu i standardnu devijaciju aritmetickih sredina svih
mogucih uzoraka iste veli¢ine izabranih iz jednog osnovnog skupa. Standardna devijacija statistike X se
naziva i standardnom greskom statistike X. Aritmeti¢ka sredina i standardna devijacija statistike X se
oznacavaju sa Uz i 0.
Aritmeticka sredina statistike X je uvek jednaka aritmeti¢koj sredini osnovnog skupa, odnosno sz = u .
Aritmeticka sredina statistike uzorka X se naziva i ocena aritmeticke sredine osnovnog skupa . Kada je
ocekivana vrednost statistike uzorka jednaka vrednosti odgovaraju¢eg parametra osnovnog skupa, za
statistiku uzorka se kaZe da predstavlja nepristrasnu ocenu. Posto je uz = u zaklju¢ujemo da je X
nepristrasna ocena za . Medutim, standardna greska oy, statistike X nije jednaka standardnoj devijaciji

o

o osnovnog skupa. Naime vazi: o7 = N Ova formula vazi samo ukoliko se iz kona¢nog osnovnog skupa

biraju uzorci sa ponavljanjem ili ako se iz beskonaénog osnovnog skupa biraju uzorci bez ponavljanja.
Dakle, formula se koristi samo kad je uzorak dovoljno mali u poredenju sa veli¢éinom skupa. Uzorak se
smatra malim u odnosu na osnovni skup onda kada veli¢ina uzorka predstavlja najvise 5% veliCine tog

. n . .. . .. v . . 4. s,
skupa, odnosno ako je: py < 0,05. Ako ovaj uslov nije zadovoljen, pri izra¢unavanju koristimo sledeéu

formulu:

o [N-n N—-n . . v
0z = —= [——, gde se faktor [—— naziva popravnim faktorom za konacne skupove.
X ynN-1 N-1

Dakle za standardnu gresku vazi:

1) oz < o, $to je i oCigledno iz same formule

2) 0z se smanjuje sa povecanjem veli¢ine uzorka, Sto je takode ocigledno iz formule

Ako se standardna greska statistike uzorka smanjuje sa poveéanjem velié¢ine uzorka, za takvu statistiku
kaZzemo da je konzistentna ocena. |z formule za oy, jasno je da povecanjem veli€ine uzorka se
standardna greska smanjuje, Sto znaci da je aritmeticka sredina uzorka konzistentna ocena aritmeticke
sredine osnovnog skupa.

Kada osnovni skup iz kojeg su izabrani uzorci ima normalnu raspodelu sa aritmetickom sredinom u i
standardnom devijacijom g, vazi sledede:

1) aritmeti¢ka sredina statistike X, 1z, jednaka je aritmeti¢koj sredini osnovnog skupa p.

2) standardna greska raspodele statistike X, o5 , jednaka je o/+/n , pod pretpostavkom da je

n/N < 0,05

3) oblik uzoracke raspodele statistike X je normalan, bez obzira na veli¢inu uzorka n.
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Dakle, ako osnovni skup iz kojeg poti€u izabrani uzorci ima normalnu raspodelu sa aritmetickom
sredinom u i standardnom devijacijom o, tada ¢e statistika uzorka X takode imati normalnu raspodelu
sa slede¢om aritmetickom sredinom i standardnom greskom, bez obzira na veli¢inu uzorka:

Ug = U i 05 = in akojen/N < 0,05.

Medutim, u najvec¢em broju slu¢ajeva osnovni skupovi iz kojih poticu uzorci nemaju normalnu
raspodelu. Tada se oblik uzoracke raspodele statistike X odreduje na osnovu veoma vazne teoreme
koja se naziva centralna grani¢na teorema. Prema centralnoj grani¢noj teoremi, bez obzira na oblik
raspodele osnovnog skupa, aritmeti¢ke sredine X velikih uzoraka imaju priblizno normalnu raspodelu
sa aritmeti¢kom sredinom i standardnom devijacijom:

g

Ug = U i 05 = N akojen/N < 0,05.

Uzorci se najcesce smatraju velikim kada je n = 30.

Dakle, prema cenralnoj grani¢noj teoremi:

1) za n = 30 oblik uzoracke raspodele X je priblizno normalan, bez obzira na oblik raspodele osnovnog
skupa

2) aritmeticka sredina statistike X, iz, je jednaka aritmetickoj sredini skupa, 4 .

3) standardna greska, oy, je jednaka o/v/n , ako je n/N < 0,05

25. Centralna grani¢na teorema

Prema centralnoj grani¢noj teoremi, bez obzira na oblik raspodele osnovnog skupa, aritmeticke sredine
X velikih uzoraka imaju priblizno normalnu raspodelu sa aritmeti¢kom sredinom i standardnom
devijacijom:

Ug = U | 0z = in, ako jen/N < 0,05.

Uzorci se najéesée smatraju velikim kada je n = 30.

Dakle, prema cenralnoj grani¢noj teoremi:

1) zan = 30 oblik uzoracke raspodele X je priblizno normalan, bez obzira na oblik raspodele osnovnog
skupa

2) aritmeticka sredina statistike X, iz, je jednaka aritmetickoj sredini skupa, 4 .

3) standardna greska, o3 , je jednaka o /+/n , ako jen/N < 0,05

Prema centralnoj grani¢noj teoremi, uzoracka raspodela statistike P je priblizno normalna ukoliko se
radi o velikim uzorcima. Kada je re¢ o proporciji, u praksi se smatra da su uzorci dovoljno veliki ukoliko
su ispunjeni sledeci uslovi:

np>5ing>5.

26. Standardna devijacija skupa, standardna devijacija uzorka i standardna greska

aritmeticke sredine
Varijansa i standardna devijacija: Standardna devijacija je naj¢esc¢e koris¢ena mera disperzije. Vredost

standardne devijacije pokazuje koliko blizu su vrednosti serije podataka grupisane oko aritmeticke sredine.
Uopsteno, manje vrednosti standardne devijacije ukazuju da su vrednosti te serije rasprSene veoma malo oko
aritmeticke sredine. Nasuprot tome, veca vrednost standardne devijacije serije podataka ukazuje da su vrednosti
te serije rasprsene u relativno velikom razmaku oko aritmeticke sredine.

Standardna devijacija se dobija uzimanjem kvadratnog korena varijanse. Varijansa osnovnog skupa se oznacava
sa 02, a varijansa uzorka se oznacava sa s2. U skladu sa tim, standardna devijacija osnovnog skupa se oznacava
sa g, a uzorka sa s.
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o _Semw? ., -
N n—1

Iz formule se vidi da varijansa skupa pokazuje prosek kvadrata odstupanja vrednosti x od aritmeticke sredine, a
varijansa uzorka ne. Kod varijanse uzorka se umesto n koristi n-1. Razlog je $to ako bi se koristilo n, varijansa
uzorka bi bila pristrasna ocena, a ako se koristi n-1, varijansa uzorka je nepristrasna ocena varijanse skupa. Inace,
nepristrasna ocena znaci da je u proseku jednaka parametru. Veli¢ine x — y i x — X se zovu devijacijom
vredbnosti x od aritmeticke sredine. Interesantna je osobina da je suma devijacija vrednosti x od aritmeticke
uvek jednaka 0, tj. X (x —u) =0i Y (x —x) = 0.
U zadacima se Cesto koriste radne formule za izraCunavanje varijanse, jer su brZe za izraCunavanje:

2_(Zx)? 2_(Ex)?
2 zx N 2 zx n

o= L ST E T
Standardne devijacije skupa i uzorka su kvadratni koren iz varijanse: = Vo? i s =+/s2.
Vrednosti varijanse i standardne devijacije nikada nisu negativne. Standardna devijacija se iskazuje u jedinici
mere originalnih podataka, a varijansa u jedinici mere na kvadrat.
Ukoliko su podaci grupisani koriste se sledeée formule za izraCunavanje varijanse:

2 _ > fxer—p)? i §2 = Y (xr—x)?

o
N n-1

odnosno radne formule:

02 2 Ex)?
za?-E D
0.2 — N 52 — n
N n—-1
Medutim, standardna greska o, statistike X nije jednaka standardnoj devijaciji ¢ osnovnog skupa.
. ve g ve . . v . . .
Naime vazi: 0z = — . Ova formula vazi samo ukoliko se iz kona¢nog osnovnog skupa biraju uzorci sa
X \/ﬁ

ponavljanjem ili ako se iz beskonacnog osnovnog skupa biraju uzorci bez ponavljanja. Dakle, formula se
koristi samo kad je uzorak dovoljno mali u poredenju sa veli¢inom skupa. Uzorak se smatra malim u
odnosu na osnovni skup onda kada veli¢ina uzorka predstavlja najvise 5% veli¢ine tog skupa, odnosno

. n . .. . .. v . . . s,
ako je: Y < 0,05. Ako ovaj uslov nije zadovoljen, pri izra¢unavanju koristimo sledeéu formulu:

o |N-n N-n . . v
= Eva gde se faktor |—— naziva popravnim faktorom za konacne skupove.

0% N-1
Dakle za standardnu gresku vazi:

1) oz < o, 5to je i oCigledno iz same formule

2) 0z se smanjuje sa poveéanjem veli¢ine uzorka, Sto je takode ocigledno iz formule

Ako se standardna greska statistike uzorka smanjuje sa poveéanjem veli¢ine uzorka, za takvu statistiku
kaZzemo da je konzistentna ocena. |z formule za oy, jasno je da povecanjem veli¢ine uzorka se
standardna greska smanjuje, Sto znaci da je aritmeticka sredina uzorka konzistentna ocena aritmeticke

sredine osnovnog skupa.

27. Raspodela proporcija uzoraka

Kao i aritmetic¢ka sredina X i proporcija uzorka P je slu¢ajna promenljiva koja ima svoju raspodelu
verovatnoéa, odnosno uzoracku raspodelu. Raspodela verovatnoca proporcije uzorka P se naziva
uzorackom raspodelom proporcije i predstavlja skup parova vrednosti koje moze uzeti statistika P i
odgovarajuéih verovatnoca. Aritmeticka sredina statistike P, odnosno aritmeti¢ka sredina proporcija
uzoraka je uvek jednaka proporciji osnovnog skupa, p , isto kao sto je aritmeticka sredina aritmetickih
sredina uzoraka X uvek jednaka aritmeti¢koj sredini osnovnog skupa, i . Aritmeticka sredina proporcija
uzoraka se obelezava sa up i jednaka je proporciji osnovnog skupa: s = p . Proporcija uzorka P,
naziva se ocena proporcije osnovnog skupa, p . Standardna devijacija statistike P, koju obelezavamo sa
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. . , , . ve .. n
op i dobija se pomocu sledeée formule, koja vazi samo ako je v < 0,05:

_ |pq
Op = 7

Medutim, ako je% > 0,05, standardna greska, g5, se dobija po sledecoj formuli:

prq |N-n
Op = |[— |[—.
P \’n\}N—l
N

-n . . v
Izraz ’ﬁ se naziva popravnim faktorom za konacne skupove.

Ako se standardna greSka smanjuje sa poveéanjem veli¢ine uzorka, ocena je konzistentna. Iz formule se
vidi da je to ovde slucaj, pa je P konzistentna ocena proporcije skupa.
Oblik uzoracke raspodele statistike P se odreduje kori$¢enjem centralne grani¢ne teoreme. Prema
centralnoj grani¢noj teoremi, uzoracka raspodela statistike P je priblizno normalna ukoliko se radi o
velikim uzorcima. Kada je rec¢ o proporeciji, u praksi se smatra da su uzorci dovoljno veliki ukoliko su
ispunjeni sledeci uslovi:
np>5ing>5.

28.Statisticko ocenjivanje
Ocenivanje je postupak kojim se numericka vrednost ili vrednosti dodeljuju parametru osnovnog skupa
na osnovu informacija dobijenih iz uzorka. Najcesce se ocenjuju aritmeticka sredina skupa, u , i
proporcija u skupu, p, mada mogu da se ocenjuju i drugi parametri kao Sto su medijana, modus,
varijansa i standardna devijacija.
Kada bi mogao da se sprovede popis svaki put kada Zelimo da nademo vrednost parametra populacije,
ocenjivanje ne bi bilo ni potrebno. Ali, posto najc¢esée ne raspolazemo informacijama o celom skupu,
veé samo o njegovom delu (uzorku), vrSimo na osnovu uzorka ocenjivanje parametara osnovnog skupa.
Vrednost(i) koja se dodeljuje parametru osnovnog skupa, a koja se bazira na vrednosti statistike uzorka
se naziva ocenjena vrednost parametra skupa. Tako na primer, aritmeticka sredina uzorka je ocena
aritmeticke sredine skupa, a proporcija uzorka je ocena proporcije skupa. Dakle, statistika uzorka koja
se koristi za ocenjivanje parametra skupa naziva se ocena. Postupak ocenjivanja ukljucuje sledeée
etape:
1) izbor uzorka
2) prikupljanje neophodnih informacija od jedinica uzorka
3) izracunavanje vrednosti statistike uzorka
4) dodela vrednosti odgovarajuéem parametru skupa
Da bi se ocenjivanje moglo sprovoditi uzorak mora da bude prost, slucajan.

29. Parametri skupa i njihove ocene
Ista pri¢a kao i pitanje 28

30. Tackasta ocena i interval pouzdanosti
Ocenjene vrednosti mogu biti tackaste ili intervalne.
Ako izaberemo uzorak i izraCunamo vrednost statistike uzorka za ovaj uzorak, onda ova vrednost
predstavlja tackastu ocenjenu vrednost odgovarajué¢eg parametra skupa. Tako na primer, vrednost
aritmeticke sredine uzorka, izraCunata u nekom uzorku, je tackasta ocenjena vrednost odgovarajuce
aritmeticke sredine skupa. Za svaki uzorak izvucen iz osnovnog skupa se ocekuje da da razlicitu
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vrednost statistike uzorka. Tako da vrednost koja je dodeljena aritmetickoj sredini skupa, zasnovana na
tackastoj ocenjenoj vrednosti zavisi od toga koji je od uzoraka izvucen. Kao posledica toga, tackasta
ocenjena vrednost dodeljulje u vrednost koja se gotovo uvek razlikuje od prave vrednosti aritmeticke
sredine skupa.
U sluéaju interalnog ocenjivanja, umesto pridruzivanja jedne vrednosti parametru osnovnog skupa,
konstruiSe se interval oko tackaste ocenjene vrednosti za koji se veruje da sadrzi odgovarajuci
parametar skupa. Tako na primer, ako Zelimo da ocenimo prosec¢nu platu u Srbiji. U uzorku smo dobili
da prosecna plata iznosi 420 €. Dodajmo i oduzmimo na primer 80 €. Dobijamo interval (340 €, 500 €).
Onda tvrdimo da taj interval verovatno sadrzi aritmeticku sredinu skupa. Vrednost od 340 € predstavlja
donju granicu intervala, a vrednost od 500 €, predstavlja gornju granicu interala. Broj koji se oduzima i
dodaje na tackastu ocenjenu vrednost zove se marginalna greska.
Medutim, postavlja se pitanje, koji broj da oduzmemo i saberemo na tackastu ocenjenu vrednost da
bismo dobili intervalnu ocenjenu vrednost? Odgovor na ovo pitanje zavisi od:
1) standardne devijacije o aritmeti¢ke sredine uzorka X (ili standardne greske)
2) nivoa pouzdanosti koji je pripisan intervalu.
Prvo, $to je veca standardna devijacija od X , vedi je broj koji oduzimamo i didajemo tackastoj ocenjenoj
vrednosti. Prema tome, ocigledno je da ukoliko je raspon vrednosti koje X moze uzeti vedi, to interval
formiran oko aritmeticke sredine uzorka, mora biti Siri da obuhvati u .
Drugo, veli¢ina koja je oduzeta i dodata mora biti veéa ukoliko Zelimo interval veée pouzdanosti.
Intervalnom ocenjivanju uvek pripisujemo odredeno tvrdenje iz teorije verovatnode, koje se iskazuje
preko nivoa pouzdanosti. Interval konstruisan uz odredeni nivo pouzdanosti je interval pouzdanosti.
Svaki interval se konstruiSe uz zadavanje nivoa pouzdanosti i zove se interval pouzdanosti (ili interval
poverenja). Interval pouzdanosti je odreden na sledeci nacin:
Tackasta ocenjena vrednost + Marginalna greska
Nivo pouzdanosti koji je pridruzen intervalu poverenja pokazuje koliko moZzemo biti sigurni da ovaj
interval sadrZi pravu vrednost parametra skupa. Nivo pouzdanosti se oznac¢ava sa (1 — a«)100% . Ako
nije izraZzen u procentima, zove se koeficijent pouzdanosti i obeleZava se sa 1 — a. Inade a se zove nivo
znacajnosti. NajceSce se koriste nivoi pouzdanosti od 90%, 95% i 99%.

31. Ocene parametara skupa i njihove osobine
U postupku statistickog ocenjivanja, zaklju¢ak o nepoznatoj vrednosti parametra skupa donosimo na
osnovu odgovarajuce statistike uzorka: nepoznatu vrednost konstante ocenjujemo na osnovu
odgovarajuce slucajne promenljive, odnosno na osnovu njene realizovane vrednosti u uzorku, koja je
ponovo konstanta. Ako parametar skupa koji ocenjujemo obelezimo sa 6, statistiku uzorka kojom
ocenjujemo taj parametar nazivamo ocenom parametra 6 i obelezavamo sa 8 , a realizovanu vrednost
ocene u izabranom uzorku nazivamo ocenjenom vredno$¢u parametra i obelezavamo je sa 9'.
Ocenjena vrednost je jedan broj, tj. predstavlja tatku na numerickoj skali. Zato 8’ nazivamo tatkastom
ili brojnom ocenjenom vredno$éu, a odgovarajuéu ocenu, 8 , nazivamo tatkastom ocenom. Tackasta
ocena je funkcija predstavljena algebarskim izrazom (formulom), a numericka vrednost te funkcije, za
date vrednosti u uzorku, je tackasta ocenjena vrednost parametra skupa.
Isti parametar moZzemo da ocenjujemo primenom vise razli¢itih ocena. Da bismo se opredelili potrebno
je da se upoznamo sa osobinama koje odlikuju ove sluc¢ajne promenljive i da izaberemo onu koja ima
najvise pozeljnih osobina. Osobine ocena su: nepristrasnost, efikasnost, konzistentnost i dovoljnost.

108



Statistika - usmeni Caslav Pejdi¢, (064) 123 09 10

Nepristrasna ocena: Ocena 6 je nepristrasna ocena parametra 8, ako je njena oéekivana vrednost

(aritmeticka sredina) jednaka parametru 6:

E(B) =6
Na primer, aritmeti;ka sredina uyorka je nepristrasna ocena aritmeti;ke sredine skupa, jer je E(X) = u,
a isto vaZi i za medijanu. Varijansa uzorka u imeniocu ima n-1, bas iz razloga da bi bila nepristrasna
ocena varijanse skupa.
Efikasna ocena: Jedna nepristrasna ocena je efikasnija od druge, ako ima manju varijansu, odnosno

standardnu gresku, za istu veli¢inu uzorka. Na primer, aritmetic¢ka sredina i medijana su obe
nepristrasne ocene aritmeticke sredine skupa, ali je aritmeticka sredina uzorka efikasnija ocena, jer je
njena varijansa manja nego kod medijane. Sam odnos njihovih varijansi je promenljiv i zavisi od
rasporeda skupa, ali na primer kod normalnog rasporeda vazi o5, = 1,570%. Dakle, aritmeticka sredina
uzorka je 57% efikasnija od medijane uzorka.

Konzistentna ocena: Ocena je konzistentna ako sa povecanjem veli¢ine uzorka ona tezi parametru.

Kako n raste, realizovane vrednosti 8’ u uzorcima sve se vi$e koncentridu oko 0, a zan = oo poklapaju
se sa vredno$éu parametra.
Dovoljna ocena: Ocena je dovoljna ako koristi sve informacije koje uzorak sadrzi o tom parametru. Tako

na primer X je dovoljna ocena parametra i, a medijana nije jer ne koristi sve vrednosti iz uzorka ve¢
samo sredisnji ¢lan.

32. Ocenjivanje sredine skupa

1) Ako je g poznato

Postoje tri moguca slucaja:

Sluéaj 1: Ako su ispunjena sledeca 3 uslova:

1) standardna devijacija skupa o je poznata

2) velic¢ina uzorka je mala (tj. n < 30)

3) osnovni skup iz koga se uzima uzorak ima normalnu raspodelu

onda koristimo normalnu raspodelu za odredivanje intervala poverenja za u, jer je uzoracka raspodela

od X normalna sa aritmeti¢kom sredinom y i standardnom devijacijom oz = o/vn,akojen/N < 0,05

Sluéaj 2: Ako su ispunjena sledeca dva uslova:
1) standardna devijacija skupa o je poznata
2) veli¢ina uzorka je velika (tj. n = 30)
opet koristimo normalnu raspodelu za odredivanje intervala poverenja za u , jer prema centralnoj
grani¢noj teoremi je uzoracka raspodela od X normalna sa aritmeti¢kom sredinom pu i standardnom
devijacijom oz = o/+/n, ako jen/N < 0,05 .
Slucaj 3: Ako su ispunjena sledeca tri uslova:
1) standardna devijacija skupa o je poznata
2) velic¢ina uzorka je mala (tj. n < 30)
3) osnovni skup iz koga se uzima uzorak nema normalnu raspodelu (ili je njegova raspodela nepoznata)
onda koristimo neparametarski metod za odredivanje intervala poverenja za u .
(1 — @)100% interval poverenja za i u gore pomenutim slucajevima 1i 2 je:
Xt zog
gdejeoy =0o/Vn.
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Vrednost zo; u formuli intervala poverenja se zove marginalna greska i oznacava sa E. Dakle, marginalna greska
ocene od U, koja se obeleZava sa E, je vrednost koja je oduzeta i dodata vrednosti X kako bi se dobio
interval poverenja za u .

Vrednost z se dobija iz tablice standardizovane normalne raspodele za zadati nivo pouzdanosti.
Postupak je slededi. Ako nam treba na primer 95% interval poverenja za u . Nivo pouzdanosti od 95%
znadi da je ¢itava povrsina ispod normalne krive za X izmedu dve tacke na suprotnim krajevima od u
jednaka 95% ili 0,95. Neka su te dve tacke z; i z,, kao na slici. Ukupna povrsina izmedu z; i z, treba da
bude 1 — «, u nasem sluéaju 0,95. Dakle, na krajevima zbir povrsina treba da bude 0,05, $to znaci da povrsina na
svakom kraju je 0,025. Da bi povrsine levo i desno bile po 0,025, ako nademo u tablici 4 odgovarajucée vrednosti
za z, dobi¢emo daje z; = —1,96 a z, = 1,96. Dakle za nivo pouzdanosti od 95% koristimo vrednost z = 1,96 u
formuli za izraCunavanje intervala poverenja.

bl
-

Inace nivo pouzdanosti od 95% znaci, da ako iz osnovnog skupa izvu¢emo veliki broj uzoraka iste
veli¢ine, 95% njih ¢e dati interval poverenja koji ¢e sadrzati pravu vrednost za u .

Sirina intervala poverenja zavisi od toga kolika je marginalna greska zoy, koja zavisi od vrednosti z, o i n.
Medutim, vrednost ¢ nije pod kontrolom istraZivaca. Znadi, Sirina intervala zavisi od:

1) vrednosti z, koja je odredena nivoom pouzdanosti

2) velicine uzorka n

Povecanje nivoa pouzdanosti povecéava i vrednost z, a samim tim i Sirinu intervala poverenja.

Povedanje veli¢ine uzorka, smanjuje vrednost standardne greske, pa se Sirina intervala smanjuje.

Tako, ako ho¢emo da smanjimo Sirinu intervala poverenja imamo dve moguénosti:

1) da smanjimo nivo pouzdanosti

2) poveéamo veli¢inu uzorka

2) Ako g nije poznato

Postoje 3 slucaja.

Sluéaj 1: Ako su ispunjena sledeca tri uslova:

1) standardna devijacija skupa o nije poznata

2) veli¢ina uzorka je mala (n < 30)

3) osnovni skup iz koga se uzima uzorak ima normalnu raspodelu
onda koristimo t raspodelu za odredivanje intervala poverenja za i .
Sluéaj 2: Ako su ispunjena sledeca dva uslova:

1) standardna devijacija skupa o nije poznata

2) veli¢ina uzorka je velika (n = 30)

onda opet koristimo t raspodelu za odredivanje intervala poverenja za u .
Slucaj 3: Ako su ispunjena sledeca tri uslova:

1) standardna devijacija skupa o nije poznata
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2) veli¢ina uzorka je mala (n < 30)
3) osnovni skup iz koga se uzima uzorak nema normalnu raspodelu (ili je njegova raspodela nepoznata)
onda koristimo neparametarski metod za odredivanje intervala poverenja za u .
(1 — @)100% interval poverenja za i u gore pomenutim slucajevima 1i 2 je:
X+ tsg
gdejesz = s/Vn.
t vrednost je dobijena iz tablice t raspodele za n — 1 stepeni slobode i za dati nivo pouzdanosti. Ovde je
marginalna greska E = tsj;

33. Normalna i studentova raspodela — osobine i primena

ispric¢ati pitanje 22 +

Studentova raspodela je donekle slicna normalnoj raspodeli. Kao i normalna raspodela i Studentova t raspodela
je simetri¢na oko aritmeticke sredine i nikada se ne spaja sa horizontalnom osom. Ukupna povrsina ispod krive t
raspodele je 1ili 100%. Kriva studentove raspodele je vise spljoStena od krive standardizovane normalne
raspodele, Sto znaci da ima veéu disperziju od 1. Medutim, sa povecanjem veli¢ine uzorka, t raspodela se
pribliZzava standardizovanoj normalnoj raspodeli. Oblik krive t raspodele zavisi od broja stepeni slobode df. Pri
ocenjivanju i testiranju aritmeticke sredine broj stepeni slobode je df = n — 1. Aritmeticka sredina Studentove t

raspodele je 0, a standardna devijacija je % Sto je uvek vece od 1.

Studentova t raspodela ima razne primene. Neke od njih su:

1) ocenjivanje aritmeticke sredine osnovnog skupa kada o nije poznata

2) testiranje aritmeticke sredine osnovnog skupa kada o nije poznata

3) testiranje jednakosti aritmetickih sredina dva skupa kada devijacije skupova nisu poznate
4) ocenjivanje i testiranje parametara kod regresije i korelacije

34. Ocenjivanje proporcije skupa

Proporcija skupa p se ocenjuje pomocu proporcije uzorka P . Za velike uzorke (np > 5,n§ > 5) vai:
1) uzoraéka raspodela proporcije uzorka P je (priblizno) normalna.
2) aritmeti¢ka sredina uzoracke raspodele P (u oznaci Up) je jednaka proporeciji skupa p.

3) standardna devijacija uzoracke raspodele proporcije uzorka P (u oznaci op)je/pq/n, priéemu je
g=1-p . Medutim, kada ocenjujemo vrednost proporcije skupa, mi ne znamo ni p ni g, pa ne mozemo

izraCunati op. Zbog toga koristimo s , koja se naziva ocena za o iizracunava kao: sp = % .

Proporcija uzorka, P, je tatkasta ocena odgovarajucée proporcije skupa p. Da bismo odredili interval
poverenja za p, dodajemo proporciji uzorka i oduzimamo od nje broj koji se naziva marginalna greska,
E.
(1 — a)100% interval poverenja ya proporciju osnovnog skupa, p, je

ptzsp
z vrednost koja se ovde koristi dobija se iy tablice standardiyovane normalne raspodele ya dati nivo pouzdanosti,

A

pq . v
asp= [ Izraz zsp se zove marginalna greska, E.

Vrednost z se dobija iz tablice standardizovane normalne raspodele za zadati nivo pouzdanosti.
Postupak je sledeci. Ako nam treba na primer 95% interval poverenja za p . Nivo pouzdanosti od 95%
znadi da je ¢itava povrina ispod normalne krive za P izmedu dve tacke na suprotnim krajevima od p
jednaka 95%ili 0,95. Neka su te dve tacke z; i z,, kao na slici. Ukupna povrsina izmedu z; i z, treba da
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bude 1 — «, u nasem sluéaju 0,95. Dakle, na krajevima zbir povrsina treba da bude 0,05, $to znadi da povrsina na
svakom kraju je 0,025. Da bi povrsine levo i desno bile po 0,025, ako nademo u tablici 4 odgovarajuée vrednosti
za z, dobi¢emo da je z; = —1,96 a z, = 1,96. Dakle za nivo pouzdanosti od 95% koristimo vrednost z = 1,96 u
formuli za izraéunavanje intervala poverenja.

-z 0 z 4

Inace nivo pouzdanosti od 95% znadi, da ako iz osnovnog skupa izvuc¢emo veliki broj uzoraka iste
veli¢ine, 95% njih ée dati interval poverenja koji ¢e sadrzati pravu vrednost zap .
Sirina intervala poverenja zavisi od toga kolika je marginalna gre$ka zay, koja zavisi od vrednosti z, , G i n.
Medutim, vrednost B, § nije pod kontrolom istraZivaca. Znaci, Sirina intervala zavisi od:
1) vrednosti z, koja je odredena nivoom pouzdanosti
2) veli¢ine uzorka n
Povedanje nivoa pouzdanosti povecava i vrednost z, a samim tim i Sirinu intervala poverenja.
Povecanje veli¢ine uzorka, smanjuje vrednost standardne greske, pa se Sirina intervala smanjuje.
Tako, ako ho¢emo da smanjimo Sirinu intervala poverenja imamo dve moguénosti:
1) da smanjimo nivo pouzdanosti
2) poveéamo veli¢inu uzorka
35. Preciznost i pouzdanost ocene
Ocena je precizna ukoliko je interval poverenja male Sirine. Na Sirinu intervala uti¢emo promenom:
1) nivoa pouzdanosti
2) veli¢ine uzorka
Povecanje nivoa pouzdanosti utice na poveda i zit, a samim tim povecava se i marginalna greska, sto
znaci da se dobija Siri interval.
Povecanje veli¢ine uzorka smanjuje standardnu gresku, pa samim tim i marginalnu gresu i Sirinu
intervala poverenja.
Povecati preciznost ocene, tj. smanijiti Sirinu intervala poverenja moZzemo na dva nacina:
1) smanjenjem nivoa pouzdanosti
2) povecanjem veli¢ine uzorka
Povecanje uzorka je bolje reSenje, ukoliko je to moguce uraditi.
Ukoliko znamo koliko precizan interval Zelimo, tj. znamo kolika treba da bude marginalna greska E,

veli¢inu uzorka odredujemo pomodu formula:
ZZ 2

>— , ako ocenjujemo aritmeticku sredinu skupa
z°pq
EZ '’

36. Testiranje hipoteza

n= ako ocenjujemo proporciju skupa.

Postupak testiranja hipoteza se sprovodi kada zaklju¢ak o parametru osnovnog skupa donosimo na
osnovu vrednosti odgovarajuce statistike uzorka. Postoji nulta hipoteza, H,), i alternativna hipoteza, H;.
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Nulta hipoteza je tvrdenje o nekom parametru osnovnog skupa koji se smatra istinitim sve dok se ne
dokaZe suprotno. Alternativna hipoteza je tvrdenje o nekom parametru osnovnog skupa koje ¢e biti
istinito ako je nulta hipoteza neistinita. Uzmimo primer sa sudskim postupkom. Sudenje pocinje
pretpostavkom da je nulta hipoteza istinita — odnosno da je osoba nevina. Tuzilac sakuplja sve dokaze i
prikazuje ih na sudu da bi dokazao da je nulta hipoteza neistinita i da je alternativna hipoteza istinita,
odnosno da je osoba kriva.

Na slici ispod koja oznacava sudski proces, tacka oznacena sa 0 prikazuje nepostojanje dokaza protiv
osoba pocinila kriviéno delo. Proizvoljno smo izabrali tacku C na horizontalnoj osi. Pretpostavimo da
sudija smatra da je bilo koja koli¢ina dokaza desno od tacke C dovoljna, a da bilo koja tacka levo od C
nije dovoljna da se osoba proglasi
no dokaz: : Dovoljno je dokaza da se
osoba proglasi krivom i zato

se nulta hipoteza odbacuje
u ovoj oblasti Nivo

dokaza

|<— Oblast neodbacivanja—{<— Oblast odbacivanja—1
C

4

Kriticna tacka

krivom. Tacka C se u statistici naziva kriti¢na vrednost ili kriti¢na tacka. Ako se koli¢ina dokaza koje
iznese tuzioc nade levo od tacke C, to znaci da nema dovoljno dokaza da se ta osoba proglasi krivom, pa
Ce presuda glasiti da osoba nije kriva. U statistici ova odluka znaci da ne odbacujemo H,. Oblast ulevo
od tacke C se naziva oblast neodbacivanja H,, . Ako se koli¢ina dokaza nalazi desno od tacke C, onda
postoji dovoljno dokaza da tvrdimo da je osoba kriva i da odbacimo H,. Oblast udesno od tacke C se
naziva oblast odbacivanja H.

Medutim, odluka suda ne mora uvek da bude ispravna. Ako je na kraju sudskog procesa osoba
proglasena krivom, onda postoje dve mogucnosti:

1) osoba nije pocinila krivicno delo, ali je proglasena krivom (zbog mogucih laznih dokaza)

2) osoba je pocinila kriviéno delo i s pravom je proglasena krivom

U prvom slucaju, dud je napravio gresku i osudio nevinu osobu. U statistici ova greska se naziva greska |
vrste ili a greska. U drugom slucaju, kada osudena osoba jeste kriva, sud je doneo ispravnu odluku. Ova
dva sluéaja su prikazana u drugom redu osencenog dela tabele.
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Stvarno stanie
Osoba Osoba
nije kriva jeste kriva
Osoba Ispravna Greska 11 vrste
Odluka nije kriva odluka ili f greska
suda Osoba Greska | vrste Ispravna
jeste kriva ili o greSka odluka

Dakle, greska | vrste Ce se javiti ako je H, zapravo istinita, ali smo pogresno odbacili nultu hipotezu.
Vrednost a se naziva nivo znacajnosti testa i predstavlja verovatnoéu da smo napravili gresku | vrste.
Dakle a predstavlja verovatnocu da ¢emo odbaciti nultu hipotezu, H,, kada je ona u stvari istinita.
a = P(H, se odbacuje |H, je istinita)

Veli¢ina oblasti odbacivanja u statistickom problemu testiranja hipoteze zavisi od vrednosti koju
dodeljujemo a.
Pretpostavimo da se desio drugi ishod sudskog procesa, tj. Da okrivljena osoba nije proglasena krivom.
Postoje dve moguénosti:
1) osoba nije pocinila krivicno delo i nije proglasena krivom
2) osoba je pocinila kriviéno delo, ali zbog nedostatka dokaza nije proglasena krivom
U prvom slucaju odluka suda je ispravna, ali u drugom slucaju sud je napravio gresku jer je oslobodio
osobu koja je kriva. U statistici se ovaj tip greske naziva greska Il vrste ili § greska. Greska Il vrste se
javlja kada se neistinita nulta hipoteza ne odbaci. Vrednost  predstavlja verovatnodu javljanja greske Il
vrste, odnosno:

B = P(H, se ne odbacuje |H, je neistinita)
Vrednost 1 — (8 se naziva jacina testa i ona predstavlja verovatnodu da se greska Il vrste ne javi.
Ove dve vrste greSaka zavise jedna od druge. Ako je veli¢ina uzorka fiksna, onda, pri testiranju jedne
hipoteze, vrednosti a i f ne moZemo istovremeno da smanjimo; smanjivanjem vrednosti a povecace
se vrednost 8 i obrnuto.

Tabela 9.2
Stvarno stanje
H, je istinita H, nije istinita
H, se ne odbacuje lm G:é;a;l&vr:te
Odluka : Gredka | vrste Ispravna
H, se odbacuje ili @ greska odluka

37. Greske pri testiranju hipoteza i njihove verovatnoce
ista pric¢a kao u pitanju 36

38.0blik (smer) testa
Dvostrani test ima oblast odbacivanja na oba kraja, levostrani test ima oblast odbacivanja na levom
kraju, a desnostrani test ima oblast odbacivanja na desnom kraju krive raspodele.

Dvostrani test: Da li je test jednostrani ili dvostrani odreduje znak u alternativnoj hipotezi. Ako se u
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alternativnoj hipotezi nalazi znak #, onda je taj test dvostrani. Dvostrani test ima dve oblasti
odbacivanja, po jednu na svakom kraju krive raspodele.

Osencena povrsina Osencena povrsina
je a/2 je /2
Oblast g Obidet
as e as
odbacivanja |~ Oblast neodbacivanja — ;qhacivanja

&

Cy
l Ove dve vrednosti se I

nazivaju kriti¢ne vrednosti

Na slici je prikazana raspodela statistike uzorka X pod pretpostavkom da je ona normalna. Ako je H,
istinita, onda X ima normalnu raspodelu sa aritmeti¢kom sredinom koja je jednaka 250 (Hy: 1 = 250).
Obe osencene povrsine imaju povrsinu od a /2, pa je ukupna osencena povrsina jednaka a. Dakle,
dvostrani test ima dve kriticne vrednosti koje razdvajaju dve oblasti odbacivanja H, od oblasti
neodbacivanja. H, se odbacuje, ako se realizovana vrednost aritmetic¢ke sredine u uzorku, x, nade u
bilo kojoj od dve oblasti odbacivanja. H, necemo odbaciti ako se vrednost X nalazi u oblasti
neodbacivanja. Odbacivanjem H, tvrdimo da je razlika izmedu hipoteticke vrednosti u, koja se nalazi u
H,, i vrednosti X dobijene iz uzorka suvise velika da bi se javila samo zbog uzoracke greske.
Neodbacivanjem H, tvrdimo da je razlika izmedu hipoteticke vrednosti u, koja se nalazi u Hy, i
vrednosti X dobijene iz uzorka mala i da se mogla javiti samo zbog slucajne greske.

Levostrani test: Pretpostavimo da agencija za zaStitu potrosaca Zeli da ispita da li je prose¢na koli¢ina

soka po limenki manja od 12 unci. Odgovarajuce hipoteze e biti:

Hy:p =12 Hi:u <12
Kada je u alternativnoj hipotezi znak <, kao u ovom slucaju, test je uvek levostran. U levostranom testu
oblast odbacivanja se nalazi na levom kraju krive raspodele, a povrsina koja odgovara oblasti
odbacivanja je jednaka «.

p=12 X
odbac?vba‘ﬁ;s; Oblast neodbacivanja
C
t— Kriti€na vrednost
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Pod pretpostavkom da je H, istinita, raspodela statistike uzorka X ima aritmeti¢ku sredinu jednaku 12.
Odbaci¢emo H, ako se vrednost X dobijena iz uzorka nalazi u oblasti odbacivanja, a u suprotnom
necemo odbaciti Hy.
Desnostrani test: Pretpostavimo da Zelimo da ispitamo da li je prose¢na cena kuéa u jednojimuénoj
oblasti veca od 797479S. Odgovarajuce hipoteze ¢ée biti:

Hy:p = 797.479 Hi:u > 797.479
Kada je u alternativnoj hipotezi znak >, kao u ovom slucaju, test je uvek desnostran. U desnostranom

testu oblast odbacivanja se nalazi na desnom kraju krive raspodele, a povrsina koja odgovara oblasti
odbacivanja je jednaka «.

u=797479% X

: Oblast
Oblast neodbacivanja —— odbacivanja

C
Kritiéna vrednost J

Pod pretpostavkom da je H, istinita, raspodela statistike uzorka X ima aritmeti¢ku sredinu jednaku
797.479. Odbaci¢emo H,, ako se vrednost x dobijena iz uzorka nalazi u oblasti odbacivanja, a u
suprotnom neé¢emo odbaciti H,.
39. Postupak statistickog testiranja — pristup zasnovan na kriticnoj vrednosti
Ovaj pristup se naziva i tradicionalni ili klasi¢ni pristup. U njemu je vrednost nivoa znacajnosti a
unapred odredena. Vrednost a predstavlja ukupnu povrsinu oblasti odbacivanja. U okviru ove
procedure prvo nalazimo kriti¢nu vrednost z iz tablice za normalnu raspodelu za da ti nivo znacajnosti.
Zatim izraCunavamo realizovanu vrednost statistike testa z za realizovanu vrednost statistike uzorka, X .
Na kraju, realizovanu vrednost statistike z testa poredimo sa kritiécnom vrednoscu i donosimo odluku.
Kod jednostranog testa postoji samo jedna kriti¢na vrednost z, koju odredujemo na osnovu vrednosti
a. Vrednost a predstavlja povrSinu na levom ili desnom kraju ispod krive normalne raspodele, u
zavisnosti od toga da li je test levostrani ili desnostrani. Medutim, ako je test dvostrani, postoje dve
kriticne vrednosti z i njih odredujemo na osnovu vrednosti “/2, koja predstavlja povrsSine na oba kraja
krive normalne raspodele. Prilikom testiranja hipoteze o u primenom normalne raspodele, slucajna
promenljiva
, X—u . 4
:a—i,gde]eag :ﬁ
se naziva statistika testa. Statistika testa moze da se definiSe kao pravilo ili kriterijum koji koristimo pri
donosenju odluke da li da odbacimo nultu hipotezu ili da je ne odbacimo.
Postupak testiranja hipoteze primenom pristupa zasnovanog na kriticnoj vrednosti, sprovodimo u 5
etapa:
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1) formulisanje nulte i alternativne hipoteze
2) izbor raspodele koja ce se koristiti
3) odredivanje oblasti odbacivanja i neodbacivanja
4) izraCunavanje vrednosti statistike testa
5) donosenje odluke

40. Postupak statistickog testiranja — pristup zasnovan na p-vrednosti
Pod pretpostavkom da je nulta hipoteza istinita, p-vrednost moze da se definiSe kao verovatnoca da
statistika uzorka odstupa od hipoteti¢ke vrednosti parametra u smeru alternativne hipoteze, barem
toliko koliko i realizovana vrednost statistike uzorka u izabranom uzorku. Nultu hipotezu odbacujemo
ako je p-vrednost < a, a nultu hipotezu ne odbacujemo ako je p-vrednost = a. Kod jednostranog testa
p-vrednost je prikazana povrsinom ispod krive uzoracke raspodele koja se nalazi na kraju raspodele, a
omedena je realizovanom vrednoséu statistike uzorka. Na slici je prikazana p-vrednost kod
desnostranog testa o u.

p-vrednost

u X

Vrednost x -J
u izabranom uzorku

|

Kod levostranog testa, p-vrednost je prikazana povrsSinom ispod krive uzoracke raspodele, ulevo od

vrednosti X.
Kod dvostranog testa, p-vrednost je verovatnoca prikazana dvostrukom povrsinom ispod krive uzoracke
raspodele koja se nalazi na kraju raspodele, a ogranicena je realizovanom vrednoséu statistike uzorka.

~Zbir ove dve osencene povrsine -
predstavija p-vrednost

u x

=l

Vrednost EJ
u izabranom uzorku

Da bismo pronasli verovatnocu prikazanu povrsinom ispod krive normalne raspodele koja je ograni¢ena
vrednoscéu aritmeticke sredine X, izraCunavamo standardizovanu vrednost, z, za realizovanu vrednost x.
Kada o testiranju hipoteze o u koristimo normalnu raspodelu, onda vrednost z, za vrednost x u
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izabranom uzorku, izracunavamo na slededi nacin:
X—U ] o
,gde je oz = —

Ox Vn

IzraCunatu vrednost z, na osnovu X iz izabranog uzorka, nazivamo i realizovana vrednost statistike z

Z =

testa.

Zatim nalazimo verovatnocu prikazanu povrSinom ispod krive standardizovane normalne raspodele,
koja je na kraju krive raspodele ograni¢ena realizovanom vrednoscu z. Ova verovatnoca predstavlja p-
vrednost, ako je re¢ o jednostranom testu, ili je jednaka polovini p-vrednosti u slué¢aju dvostranog testa.
Postupak testiranja primenom pristupa zasnovanog na p-vrednosti sprovodi se u sledeée 4 etape:

1) formulisanje nulte i alternativne hipoteze

2) izbor raspodele koja ¢e se koristiti

3) izraCunavanje p-vrednosti

4) donosenje odluke

41. Primena normalne raspodele u ocenjivanju i testiranju aritmeticke sredine skupa -

postupak i pretpostavke

Pri ocenjivanju aritmeticke sredina skupa normalna raspodela se koristi u sledeca dva sluc¢aja:

Slucaj 1: Ako su ispunjena sledeca 3 uslova:

1) standardna devijacija skupa o je poznata

2) veli¢ina uzorka je mala (tj. n < 30)

3) osnovni skup iz koga se uzima uzorak ima normalnu raspodelu

onda koristimo normalnu raspodelu za odredivanje intervala poverenja za u, jer je uzoracka raspodela

od X normalna sa aritmeti¢kom sredinom y i standardnom devijacijom oz = ¢/v/n, ako jen/N < 0,05

Slucaj 2: Ako su ispunjena sledeca dva uslova:
1) standardna devijacija skupa o je poznata
2) veli¢ina uzorka je velika (tj. n = 30)
opet koristimo normalnu raspodelu za odredivanje intervala poverenja za i , jer prema centralnoj
graniénoj teoremi je uzoracka raspodela od X normalna sa aritmeti¢kom sredinom p i standardnom
devijacijom oz = o/+/n, ako jen/N < 0,05 .
(1 — @)100% interval poverenja za i u gore pomenutim slucajevima 1i 2 je:

X+ zog
gdejeoy =0o/Vn.
Vrednost zoy u formuli intervala poverenja se zove marginalna greska i oznacava sa E. Dakle, marginalna greska
ocene od U, koja se obelezava sa E, je vrednost koja je oduzeta i dodata vrednosti x kako bi se dobio
interval poverenja za u .
Vrednost z se dobija iz tablice standardizovane normalne raspodele za zadati nivo pouzdanosti.
Postupak je slededi. Ako nam treba na primer 95% interval poverenja za u . Nivo pouzdanosti od 95%
znati da je Citava povrsina ispod normalne krive za X izmedu dve tagke na suprotnim krajevima od u
jednaka 95%ili 0,95. Neka su te dve tacke z; i z,, kao na slici. Ukupna povrsina izmedu z; i z, treba da

bude 1 — «, u nasem sluéaju 0,95. Dakle, na krajevima zbir povrsina treba da bude 0,05, $to znadi da povrsina na
svakom kraju je 0,025. Da bi povrsine levo i desno bile po 0,025, ako nademo u tablici 4 odgovarajuce vrednosti

za z, dobi¢emo da je z; = —1,96 a z, = 1,96. Dakle za nivo pouzdanosti od 95% koristimo vrednost z = 1,96 u
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formuli za izraCunavanje intervala poverenja.

-z 0 z z
Inade nivo pouzdanosti od 95% znaci, da ako iz osnovnog skupa izvu¢emo veliki broj uzoraka iste
veli¢ine, 95% njih ée dati interval poverenja koji ¢e sadrZati pravu vrednost za u .
Pri testiranju hipoteze o aritmetikoj sredini skupa koristi se normalna raspodela u ista dva slucaja kao i
kod ocenivanja.
Kada o testiranju hipoteze o u koristimo normalnu raspodelu, onda vrednost z, za vrednost x u

izabranom uzorku, izracunavamo na sledeci nacin:
X—U ] o
z= ,gde je 07 = —

0% Vn

Izra¢unatu vrednost z, na osnovu X iz izabranog uzorka, nazivamo i realizovana vrednost statistike z

testa.
Zatim u zavisnosti koji pristup radimo, odredujemo kriti¢nu oblast ili trazimo p-vrednost i donosimo
zakljuc¢ak o odbacivanju ili neodbacivanju nulte hipoteze.

42. Primena normalne raspodele u ocenjivanju i testiranju proporcije skupa — postupak i

pretpostavke

Proporcija skupa p se ocenjuje pomocu proporcije uzorka P . Za velike uzorke (np > 5,n§ > 5) vai:
1) uzoracka raspodela proporcije uzorka P je (priblizno) normalna.

2) aritmeticka sredina uzoracke raspodele P (u oznaci Up) je jednaka proporeciji skupa p.

3) standardna devijacija uzora¢ke raspodele proporcije uzorka P (u oznaci op)je/pq/n, priéemu je
g=1-p . Medutim, kada ocenjujemo vrednost proporcije skupa, mi ne znamo ni p ni g, pa ne mozemo

izraCunati op. Zbog toga koristimo s , koja se naziva ocena za o iizracunava kao: sp = % .

Proporcija uzorka, P, je tatkasta ocena odgovarajuce proporcije skupa p. Da bismo odredili interval
poverenja za p, dodajemo proporciji uzorka i oduzimamo od nje broj koji se naziva marginalna greska,
E.
(1 — a)100% interval poverenja ya proporciju osnovnog skupa, p, je

p*zsp
z vrednost koja se ovde koristi dobija se iy tablice standardiyovane normalne raspodele ya dati nivo pouzdanosti,

,ﬁ@ . <
asp= [ Izraz zsp se zove marginalna greska, E.

Vrednost z se dobija iz tablice standardizovane normalne raspodele za zadati nivo pouzdanosti.
Postupak je sledeci. Ako nam treba na primer 95% interval poverenja za p . Nivo pouzdanosti od 95%
znadi da je &itava povrsina ispod normalne krive za P izmedu dve tacke na suprotnim krajevima od p
jednaka 95%ili 0,95. Neka su te dve tacke z; i z,, kao na slici. Ukupna povrsina izmedu z; i z, treba da

bude 1 — «, u nasem sluéaju 0,95. Dakle, na krajevima zbir povrsina treba da bude 0,05, $to znadi da povrsina na
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svakom kraju je 0,025. Da bi povrsine levo i desno bile po 0,025, ako nademo u tablici 4 odgovarajuce vrednosti
za z, dobi¢emo daje z; = —1,96 a z, = 1,96. Dakle za nivo pouzdanosti od 95% koristimo vrednost z = 1,96 u
formuli za izra¢unavanje intervala poverenja.

-z 0 z z
Inade nivo pouzdanosti od 95% znaci, da ako iz osnovnog skupa izvuc¢emo veliki broj uzoraka iste
veli¢ine, 95% njih ée dati interval poverenja koji ¢e sadrzati pravu vrednost zap .
Normalna raspodela se koristi pri testiranju proporcije skupa, ako je u pitanju veliki uzorak. Uzorak je
veliki ako vazinp > 5inqg > 5, gde je p vrednost proporcije iz nulte hipoteze,aq = 1 — p . Kada je
uzorak veliki proporcija uzorka P je priblizno normalno raspodeljena sa aritmeti¢kom sredinom

jednakom p i standardnom devijacijom /% . Statistika testa za proporciju uzorka P izra¢unava se kao:

P-p . rq
Z=—,gdejeos = |—.
O.ﬁ'g ] P n

Vrednost p je ona koja se koristi u nultoj hipotezi,ag=1—1p.

Vrednost z koja se izracunava za p primenom gore navedene jednacine naziva se realizovana vrednost
z.

Ukoliko se koristi pristup zasnovan na p-vrednosti, koriste se sledece 4 etape:

1) formulisanje nulte i alternativne hipoteze

2) izbor raspodele koja ¢e se koristiti

3) izracunavanje p-vrednosti

4) donosenje odluke

p-vrednost se racuna kao verovatnoca prikazana povrsinom ispod krive standardizovane normalne
raspodele, koja je na kraju krive raspodele ograni¢ena realizovanom vrednos¢u z. Ova verovatnoca
predstavlja p-vrednost, ako je re€ o jednostranom testu, ili je jednaka polovini p-vrednosti u slucaju
dvostranog testa.

Ukoliko se koristi pristup zasnovan na kritiénoj vrednosti, koristi se sledeéih 5 etapa:

1) formulisanje nulte i alternativne hipoteze

2) izbor raspodele koja ¢e se koristiti

3) odredivanje oblasti odbacivanja i neodbacivanja

4) izraCunavanje vrednosti statistike testa

5) donosenje odluke

43. Primena studentove t raspodele pri ocenjivanju i testiranju parametara skupa

t raspodela ima sledede primene:
1) Pri ocenjivanju aritmeticke sredine u sledeca dva slucaja:

Slucaj 1: Ako su ispunjena sledeca tri uslova:
1) standardna devijacija skupa o nije poznata
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2) veli¢ina uzorka je mala (n < 30)

3) osnovni skup iz koga se uzima uzorak ima normalnu raspodelu
Slucéaj 2: Ako su ispunjena sledeca dva uslova:

1) standardna devijacija skupa o nije poznata

2) veli¢ina uzorka je velika (n = 30)

2) Pri testiranju aritmeticke sredine u sledeéa dva slucaja:

Slucaj 1: Ako su ispunjena sledeca tri uslova:

1) standardna devijacija skupa o nije poznata

2) veli¢ina uzorka je mala (n < 30)

3) osnovni skup iz koga se uzima uzorak ima normalnu raspodelu

Slucaj 2: Ako su ispunjena sledeca dva uslova:

1) standardna devijacija skupa o nije poznata

2) velic¢ina uzorka je velika (n = 30)

3) Pri testiranju hipoteze o jednakosti aritmetickih sredina 2 skupa ako su ispunjeni slededéi uslovi:

1) dva uzorka su nezavisna
2) standardne devijacije dva osnovna skupa, o; i g,, su nepoznate, ali moZzemo da pretpostavimo da su
one jednake g, = 05.
3) ispunjen je barem jedan od sledecih uslova

1) oba uzorka su velika (n; = 30in, = 30)

2) skupovi iz kojih su izabrani uzorci imaju normalnu raspodelu

44. Testiranje hipoteze o razlici aritmetickih sredina zasnovano na nezavisnim uzorcima

Cesto je neophodno uporediti aritmeti¢ke sredine dva osnovna skupa. Dakle treba testirati razliku
aritmetickih sredina p; — u,. Alternativna hipoteza moze da glasi da su aritmeticke sredine dva
osnovna skupa razlicite, ili da je aritmeticka sredina prvog osnovnog skupa veéa od aritmeticke sredine
drugog osnovnog skupa, ili da je aritmeticka sredina prvog skupa manja od aritmeticke sredine drugog.
1) alternativna hipoteza da se aritmeticke sredine dva osnovna skupa razlikuju moze se napisati kao
Uy # Uy, atojeistosStoipu; —u,; # 0.
2) alternativna hipoteza da je aritmeticka sredina prvog osnovnog skupa veca od aritmeticke sredine
drugog osnovnog skupa moze se napisati kao u; > u,, atojeistostoip; — u, > 0.
3) alternativna hipoteza da je aritmeticka sredina prvog osnovnog skupa manja od aritmeticke sredine
drugog osnovnog skupa moze se napisati kao u; < u,, atojeistostoiu; —u, <O0.
Da bi se koristila normalna raspodela moraju biti ispunjeni slededi uslovi:
1) dva uzorka su nezavisna
2) standardne devijacije dva osnovna skupa, g; i g,, su poznate
3) ispunjen je barem jedan od sledecih uslova

1) oba uzorka su velika (n; = 30in, = 30)

2) skupovi iz kojih su izabrani uzorci imaju normalnu raspodelu
Kada koristimo normalnu raspodelu, statistika z testa za X; — X, je data slede¢om formulom:

(X1 — X3) — (g — 1) of 03

Z = — ,gde jeog _x, = |—+—
0%, -X, ng, n

Ako su zadovoljeni sledeci uslovi:
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1) dva uzorka su nezavisna
2) standardne devijacije dva osnovna skupa, o; i g,, su nepoznate, ali moZzemo da pretpostavimo da su
one jednake oy = 05.
3) ispunjen je barem jedan od sledecih uslova

1) oba uzorka su velika (n; = 30in, = 30)

2) skupovi iz kojih su izabrani uzorci imaju normalnu raspodelu
onda za testiranje hipoteze o razlici aritmetickih sredina dva skupa koristimo t raspodelu. Kada su
standardne devijacije dva osnovna skupa jednake, umesto o; i @, moZzemo da koristimo samo ¢. Posto
je 0 nepoznata, zamenjujemo je njenom tackastom ocenom S, koja se zove ponderisana standardna
devijacija dva uzorka. Ona se racuna po sledecoj formuli:

ng+n, —2

Sp =

gde sun, i n, veli¢ine dva uzorka, a SZ i 2 varijanse dva uzorka. Ovde je Sp ocena standardne
devijacije . U ovoj formuli n; — 1 je broj stepeni slobode za uzorak 1, n, — 1 je broj stepeni slobode za
uzorak 2, dok n; + n, — 2 predstavlja broj stepeni slobode za dva uzorka posmatrana zajedno. Ocena

standardne devijacije X; — X, je: Sg,-x, = Sp /ni + ni
1 2

Statistika t testa za X; — X, je data formulom:
X: = X2) — (g — pz)

S%,-%,

45. Test prilagodenosti (test oblika raspodele)
Eksperiment koji ima viSe od dva moguca ishoda (ili kategorije) se naziva multinomni eksperiment i ima
Cetiri osobine. Binomna raspodela je specijalni slu¢aj multinomne raspodele. Eksperiment sa sledec¢im
osobinama naziva se multinomni eksperiment:
1) sastoji se od n identi¢nih opita (ponavljanja)
2) svaki opit, rezultira jednim od k mogucih ishoda (ili kategorija), gde je k > 2.
3) opiti su nezavisni
4) verovatnoce razli¢itih ishoda ostaju konstantne za svaki opit
Primer multinomnog eksperimenta je bacanje kocke. Ovaj eksperiment se sastoji od vise identi¢nih
bacanja kocke (opita): svako bacanje kocke (opit) rezultira jednim od Sest mogudih ishoda, nezavisno je
od drugih bacanja, a verovatnode Sest ishoda ostaju konstantne za svako bacanje kocke. Frekvencije
dobijene u izvodenju eksperimenta nazivaju se ostvarene frekvencije. Testom prilagodenosti testiramo
nultu hipotezu da ostvarene frekvencije u eksperimentu slede odredenu ili teorijsku raspodelu. Test je
nazvan testom prilagodenosti, zato Sto testiramo hipotezu da se ostvarene frekvencije dobro
prilagodavaju odredenom modelu. Ostvarene frekvencije se oznacavaju slovom Q. Ocekivane
frekvencije se oznacavaju slovom E i predstavlja frekvencije koje o¢ekujemo da dobijemo ako je nulta
hipoteza tacna. Ocekivana frekvencija za neku kategoriju je:

E=np

gde je n velicina uzorka, a p verovatnoca da element pripada nekoj kategoriji (modalitetu) ako je nulta
hipoteza tac¢na.
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U testu prilagodenosti broj stepeni slobode je
df =k—1
gde k oznacava broj mogucih ishoda (ili kategorija) u eksperimentu.
Statistika testa prilagodenosti obeleZava se sa y? i njena vrednost se racuna kao:

5 =2(0 — E)?
X E
gde su

Eksperiment koji ima vise od dva moguca ishoda (ili kategorije) se naziva multinomni eksperiment i ima
Cetiri osobine. Binomna raspodela je specijalni slu¢aj multinomne raspodele. Eksperiment sa sledeéim
osobinama naziva se multinomni eksperiment:
1) sastoji se od n identi¢nih opita (ponavljanja)
2) svaki opit, rezultira jednim od k mogucih ishoda (ili kategorija), gde je k > 2.
3) opiti su nezavisni
4) verovatnode razli¢itih ishoda ostaju konstantne za svaki opit
Primer multinomnog eksperimenta je bacanje kocke. Ovaj eksperiment se sastoji od vise identicnih
bacanja kocke (opita): svako bacanje kocke (opit) rezultira jednim od Sest mogucih ishoda, nezavisno je
od drugih bacanja, a verovatnode Sest ishoda ostaju konstantne za svako bacanje kocke. Frekvencije
dobijene u izvodenju eksperimenta nazivaju se ostvarene frekvencije. Testom prilagodenosti testiramo
nultu hipotezu da ostvarene frekvencije u eksperimentu slede odredenu ili teorijsku raspodelu. Test je
nazvan testom prilagodenosti, zato Sto testiramo hipotezu da se ostvarene frekvencije dobro
prilagodavaju odredenom modelu. Ostvarene frekvencije se oznacavaju slovom O. Ocekivane
frekvencije se oznacavaju slovom E i predstavlja frekvencije koje o¢ekujemo da dobijemo ako je nulta
hipoteza tacna. Ocekivana frekvencija za neku kategoriju je:
E=np

gde je n veli¢ina uzorka, a p verovatnoda da element pripada nekoj kategoriji (modalitetu) ako je nulta
hipoteza tacna.
U testu prilagodenosti broj stepeni slobode je

df = k-1
gde k oznacdava broj mogudih ishoda (ili kategorija) u eksperimentu.
Statistika testa prilagodenosti obeleava se sa x? i njena vrednost se racuna kao:

p= 30

0 = ostvarene frekvencije neke kategorije

gde su

E = oCekivane frekvencije neke kategorije = np
x? test prilagodenosti je uvek desnostrani test.
Da li éemo odbaciti nultu hipotezu, zavisi od toga koliko se ostvarene i o¢ekivane frekvencije
medusobno statisti¢ki znacajno razlikuju. Da bismo utvrdili koliko su velike razlike izmedu ostvarenih i
ocekivanih frekvencija, ne mozemo posmatrati samo ).(0 — E), zato $to ¢e neke od vrednosti O — E
biti pozitivne, a neke negativne. Zbog toga, suma razlika bi¢e uvek jednaka nuli. Zato, kvadriramo svaku
od vrednosti 0 — E, da bismo dobili (O — E)?, a zatim odredujemo njihov zna&aj u odnosu na
reciproCan odnos sa ocekivanim frekvencijama. Zbir dobijenoh vrednosti daje nam realizovanu
vrednost statistike y? testa.
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Da bismo primenili test prilagodenosti, veli¢ina uzorka mora biti dovoljno velika tako da ocekivana
frekvencija za svaku kategoriju bude najmanje 5.

46. Test nezavisnosti

Za svaku jedinicu posmatranja ¢esto imamo informacije koje se odnose na vise od jedne promenljive.

Takve informacije mogu se sumirati i prikazati koris¢enjem dvosmerne tabele klasifikacije, koja se

takode naziva i tabela kontingencije ili tabela unakrsne klasifikacije.

Testom nezavisnosti za tabele kontingencije, testiramo nultu hipotezu da dva obelezja (promenljive)

posmatranog osnovnog skupa nisu medusobno povezana, to jest, da su nezavisna, nasuprot

alternativnoj hipotezi da su obeleZja povezana (zavisna). Broj stepeni slobode za test nezavisnosti su:
df =(R—1)(K-1)

gde su R i K broj redova i kolona, respektivno, u datoj tabeli kontingencije.

Vrednost statistike testa nezavisnosti se racuna kao:

Xzzz(Oz:E)z

gde su O i E ostvarene i o¢ekivane frekvencije, respektivno, za celiju tabele kontingencije.
Nulta hipoteza za test nezavisnosti se uvek formulise na sledeci nacin: dva obeleZja nisu zavisna.
Alternativna hipoteza se uvek formulise na sledeéi nacin: dva obeleZja su zavisna.
Frekvencije ostvarene sprovodenjem eksperimenta za tabelu kontingencije nazivaju se ostvarene
frekvencije. Postupak racunanja ocekivanih frekvencija za tabelu kontingencije razlikuje se od onog koji
smo koristili u testu prilagodenosti. O¢ekivana frekvencija E za ¢eliju tabele kontingencije dobija se
koris¢enjem formule:

_ (Suma reda)(Suma kolone)

Veli¢ina uzorka
Kao i kod testa prilagodenosti i test nezavisnosti je uvek desnostrani. Za primenu hi-kvadrat testa

nezavisnosti, veli¢ina uzorka mora biti dovoljno velika da bi oéekivane frekvencije u svakoj éeliji bile
najmanje 5. Ako oéekivana vrednost u ¢eliji nije 5, moramo ili da poveé¢amo veli¢inu uzorka, ili da
kombinujemo neke kategorije.

47.Testiranje hipoteze zasnovano na tri i viSe uzoraka

Ponekad je potrebno testirati jednakost aritmetickih sredina ili proporcija vise od dva skupa.
Za testiranje jednakosti aritmetickih sredina viSe od dva skupa koristi se analiza varijanse (ANOVA).
Pretpostavimo da testiramo jednakost aritmetickih sredina tri skupa. Nulta hipoteza je:
Ho:pty = pa = s

a alternativna je:

Hi: aritmeticke sredine sva tri osnovna skupa nisu jednake
Jedan od nacina za ovo testiranje je da pojedinacno ispitamo jednakost aritmetickih sredina svaka 2
skupa, pomocu z ili t testa. Medutim, to bi znacilo, u ovom primeru, izvrsiti tri testiranja hipoteze, dakle
testiranje bi dugo trajalo i velika bi bila verovatnoca greske | vrste. Postupak analize varijanse
omogucava da istestiramo jednakost aritmetickih sredina vise skupova samo jednim testom.
Opisacemo postupak jednofaktorske analize varijanse, kojom se porede aritmeticke sredine nekoliko
osnovnih skupova. Jednofaktorska se zove jer analiziramo samo jedan faktor ili promenljivu. Tako, na
primer, ako testiramo da li se tri grupe studenata koji su ucili po tri razli¢éita metoda nastave, razlikuju u
pogledu prosecnih rezultata ostvarenih na testu, razmatramo samo jedan faktor, a to je uticaj razlicitih

124



Statistika - usmeni Caslav Pejdi¢, (064) 123 09 10

metoda poducavanja na ostvarene rezultate uspeha ucenika.

Da bi se primenila jednofaktorska analiza varijanse, potrebno je da budu ispunjeni sledeci uslovi:

1) osnovni skupovi iz kojih se biraju uzorci imaju normalnu raspodelu

2) osnovni skupovi iz kojih se biraju uzorci imaju jednake varijanse

3) uzorci izabrani iz razli¢itih osnovnih skupova su sluéajni i nezavisni

Test ANOVA se primenjuje izracunavanjem dve ocene varijanse, o2, raspodele osnovnog skupa:
varijanse izmedu uzoraka i varijanse unutar uzoraka. Varijansa izmedu uzoraka se naziva i prosek
kvadrata odstupanja podataka izmedu uzoraka ili V, (faktorska varijansa). Varijansa unutar uzoraka se
naziva i prosek kvadrata odstupanja podataka unutar uzoraka ili V (rezidualna varijansa).

Varijansa izmedu uzoraka, V,, predstavlja ocenu g2, dobijenu na osnovu razlika izmedu aritmetickih
sredina uzoraka uzetih iz razlicitih osnovnih skupova.

Varijansa unutar uzoraka, Vg, predstavlja ocenu 2, dobijenu na osnovu razlika unutar podataka za
razliCite uzorke.

Jednostrani test ANOVA je uvek desnostrani, a oblast odbacivanja je na desnom kraju ispod F

raspodele.
Vrednost statistike F testa za test ANOVA se izra¢unava kao:
Va
T Vr
V, i Vg se izraCunavaju na slededi nacin:
Sa . Sk

VA=

-1 Rk

gde je k — 1 broj stepeni slobode brojioca, a n — k broj stepeni slobode imenioca u formuli za
izraCunavanje vrednosti F statistike.

Suma kvadrata izmedu uzoraka, obelezava se sa S, i izraCunava se na slededi nacin:

T? T? T? x)?
SA:<_1+_2+_3+‘“>_(2 )
nq n, ns n

Suma kvadrata unutar uzoraka, obelezava se sa Sy i izracunava se na slededi nacin:

Sk :sz — <T_12+T_22+T_32+>
n, np ng
Ukoliko Zelimo da istestiramo jednakost proporcija vise od dva skupa, koristimo test prilagodenosti.
Uzmimo na primer test jednakosti proporcija pet skupova. Odgovarajuéa nulta hipoteza bice:
Ho:py =Pz =D3 =Ps = Ds
Alternativna hipoteza glasice:
Hy: bar dve od pet proporcija nisu jednake sa 0,20
Broj stepeni slobode je k — 1, u ovom slucaju 4.
Vrednost statistike testa prilagodenosti se racuna kao:

=)

gde su O i E ostvarene i oCekivane frekvencije, respektivno.
Kod testiranja jednakosti proporcija, E se dobija kada se veli¢ina uzorka podeli sa k .

48.Testiranje hipoteze o znacajnosti razlike sredina vise skupova
Za testiranje jednakosti aritmetickih sredina vise od dva skupa koristi se analiza varijanse (ANOVA).
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Pretpostavimo da testiramo jednakost aritmetickih sredina tri skupa. Nulta hipoteza je:
Horpy =tz = s

a alternativna je:

H,: aritmetiCke sredine sva tri osnovna skupa nisu jednake
Jedan od nacina za ovo testiranje je da pojedinacno ispitamo jednakost aritmetickih sredina svaka 2
skupa, pomocu z ili t testa. Medutim, to bi znacilo, u ovom primeru, izvrsiti tri testiranja hipoteze, dakle
testiranje bi dugo trajalo i velika bi bila verovatnoca greske | vrste. Postupak analize varijanse
omogucava da istestiramo jednakost aritmetickih sredina viSe skupova samo jednim testom.
Opisaéemo postupak jednofaktorske analize varijanse, kojom se porede aritmetic¢ke sredine nekoliko
osnovnih skupova. Jednofaktorska se zove jer analiziramo samo jedan faktor ili promenljivu. Tako, na
primer, ako testiramo da li se tri grupe studenata koji su ucili po tri razli¢éita metoda nastave, razlikuju u
pogledu prosecnih rezultata ostvarenih na testu, razmatramo samo jedan faktor, a to je uticaj razliCitih
metoda poducavanja na ostvarene rezultate uspeha ucenika.
Da bi se primenila jednofaktorska analiza varijanse, potrebno je da budu ispunjeni sledeci uslovi:
1) osnovni skupovi iz kojih se biraju uzorci imaju normalnu raspodelu
2) osnovni skupovi iz kojih se biraju uzorci imaju jednake varijanse
3) uzorci izabrani iz razlicitih osnovnih skupova su slu¢ajni i nezavisni
Test ANOVA se primenjuje izraunavanjem dve ocene varijanse, o2, raspodele osnovnog skupa:
varijanse izmedu uzoraka i varijanse unutar uzoraka. Varijansa izmedu uzoraka se naziva i prosek
kvadrata odstupanja podataka izmedu uzoraka ili V, (faktorska varijansa). Varijansa unutar uzoraka se
naziva i prosek kvadrata odstupanja podataka unutar uzoraka ili V (rezidualna varijansa).
Varijansa izmedu uzoraka, V,, predstavlja ocenu g2, dobijenu na osnovu razlika izmedu aritmetickih
sredina uzoraka uzetih iz razlicitih osnovnih skupova.
Varijansa unutar uzoraka, Vg, predstavlja ocenu 2, dobijenu na osnovu razlika unutar podataka za
razliCite uzorke.
Jednostrani test ANOVA je uvek desnostrani, a oblast odbacivanja je na desnom kraju ispod F

raspodele.
Vrednost statistike F testa za test ANOVA se izraCunava kao:

F =t

Vg
V4 i Vg se izraCunavaju na sledeéi nacin:
Sa Sk
V, = iV, =
A7 k-1" R n—k

gde je k — 1 broj stepeni slobode brojioca, a n — k broj stepeni slobode imenioca u formuli za
izraCunavanje vrednosti F statistike.
Suma kvadrata izmedu uzoraka, obelezava se sa S, iizraCunava se na slededi nacin:

TZ TZ TZ xZ
SA=<_1+_2_|__3_|_...>_(Z )

n, n, ng n

Suma kvadrata unutar uzoraka, obelezava se sa Sy i izracunava se na slededi nacin:
2 2 2
2 Tl TZ T3
Sgp = x“—=l—+—=—+—+-
np N nNg
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49.F-raspodela i Hi-kvadrat raspodela — osobine i primena
Oblik krive F-raspodele zavisi od broja stepeni slobode. Medutim, F-raspodela ima dva broja stepeni
slobode: broj stepeni slobode za brojilac i broj stepeni slobode za imenilac. Ova dva broja su parametri
F raspodele. Svaka kombinacija broja stepena slobode za brojilac i imenilac, daje drugaciju krivu F
raspodele. Slu¢ajna promenljiva F uzima samo nenegativne vrednosti. F raspodela spada u neprekidne
raspodele verovatnode. Kriva F raspodele je asimetricna udesno, ali se asimetri¢nost smanjuje sa
povecéanjem broja stepeni slobode.

>
F

F-raspodela se koristi pri testiranju jednakosti aritmetickih sredina viSe od dva skupa (ANOVA).

x? raspodela ima samo jedan parametar koji se zove broj stepeni slobode (df). Oblik krive hi-kvadrat
raspodele zavisi od broja stepeni slobode. Slu¢ajna promenljiva 2 je definisana samo za nenegativne
vrednosti. Kriva hi-kvadrat raspodele pocinje od nule i prostire se udesno od vertikalne ose. Hi-kvadrat
raspodela je asimetri¢na, ali se ta asimetricnost smanjuje sa poveéanjem broja stepeni slobode.

r—t—t=1 T r+1 111 =
9 1011121314 151617 18 19 20 21

W

U1 2 3 4 550010 '
Hi-kvadrat

raspodela se koristi kod:

1) testa prilagodenosti

2) testa nezavisnosti

3) ocenjivanja i testiranja nepoznate varijanse skupa

50. Jednofaktorska analiza varijanse
isto kao pitanje 48

51. Funkcionalna i stohasticka zavisnost i njihovo prikazivanje
U regresionom modelu, objasnjavajuéa promenljiva se obi¢no obelezava sa X, a zavisna promenljiva sa
Y. Promenljiva X sa svojim regresionim koeficijentom nalazi se na desnoj strani, a Y na levoj strani
nejednakosti. Odsecak se oznaCava sa f3,, a nagib sa [5;. Dakle prost linearni regresion model je oblika:
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Y =Bo+ B1X

Bo pokazuje kolika je vrednost Y kada je X jednako 0, a 8; pokazuje za koliko se promeni Y kada se X
poveca za jednu jedinicu. Gornji model se naziva deterministicki model i pokazuje deterministicku
(egzaktnu ili funkcionalnu) vezu izmedu promenljivih X i Y. Ovaj model podrazumeva da promenljiva Y
egzaktno zavisi od promenljive X i da svakoj vrednosti X odgovara samo jedna vrednost Y. Primeri
funkcionalnih veza sreéu se recimo u matematici, gde ako je stranica kvadrata 2 cm, obim je 8 cm i ne
moze da bude ni 9 cm ni 7 cm. Medutim u ekonomiji uglavnom vaze stohasticke veze, gde jednoj
vrednosti X-a odgovara visSe razli¢itih vrednosti Y-a. Tako na primer, ako je dohodak raznih porodica isti
i iznosi 1000 €, ne znadi da sve porodice moraju isto novca trositi na hranu. Iznos novca koji porodice
trosSe na hranu zavisi i od drugih faktora, kao $to su: broj ¢lanova porodice, razlika u preferencijamai
ukusima, da li imaju sopstvenu proizvodnju hrane ... Uticaj tih faktora u prostom linearnom
regresionom modelu obuhvatamo dodatnim ¢lanom, koji nazivamo slu¢ajnom greSkom i najcesce
oznacavamo grékim slovom €. Sada je regresioni model sledeéeg oblika:

Y= +[X+e¢
Takav model se naziva stohasti¢ki model.
Slu¢ajnom greskom, &, u modelu su obuhvacene:
1) Nedostajuce ili izostavljene promenljive. Na primer, vec je reeno da izdaci na hranu zavise osim od
dohotka i od mnogih drugih promenljivih
2) Slucajne varijacije. Domadinstvo, na primer, moZe da nekog meseca organizuje vise zabava, tako da
izdaci na hranu budu mnogo visi od uobicajenih, a nekog drugog meseca izdaci budu manji od proseka
jer je izdvojen novac za kupovinu namestaja.
Ukoliko iz skupa izaberemo uzorak i zabeleZimo podatke o vrednostima promenljivih X i Y u tom uzorku,
a zatim te podatke prikazemo graficki, dobijamo dijagram rasprsenosti, koji nam ¢esto moze ukazati na
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oblik zavisnosti posmatranih promenljivih. Na slici ispod su prikazane neke karakteristi¢ne sizuacije:
Y Y Y

- -
A - A B -
s i‘ .'
- = &
55 -
- = -
-~ -
2 - ~
~ ’
-
- kS '
- 3
-~ - -
<" x e - 5 X
= - ; =
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Y Y Y
A A A
% .. .:. ~ » " \. Tatw®
. . S e
e S~ -
;. e §3:7
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d) Direkina, linearna e) Inverzna, linearna f) Direktna, krivolinijska
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' .: : - .- - = -
: '. - ;: - -
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- . x 5 .‘ - . = - - x x
P = - . = >
1} Direktna. linearna h) Odsustvo kvantitativnog 1) Odsustve kvantitativhog
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52. Utvrdivanje veze izmedu atributivnih obelezja (hominalna i ordinalna skala)
Za utvrdivanje veze izmedu atributivnih obeleZja koriste se dva statisticka pokazatelja:
1) Spirmenov koeficijent korelacije ranga
2) x? test nezavisnosti
Ukoliko je bar jedno od obeleZja na nominalnoj skali, za utvrdivanje veze se koristi y? test nezavisnosti,
a ako su oba obeleZja na ordinalnoj skali, koristi se Spirmenov koeficijent korelacije ranga.
x? test nezavisnosti:

Za svaku jedinicu posmatranja ¢esto imamo informacije koje se odnose na vise od jedne promenljive.

Takve informacije mogu se sumirati i prikazati koriséenjem dvosmerne tabele klasifikacije, koja se

takode naziva i tabela kontingencije ili tabela unakrsne klasifikacije.

Testom nezavisnosti za tabele kontingencije, testiramo nultu hipotezu da dva obelezja (promenljive)

posmatranog osnovnog skupa nisu medusobno povezana, to jest, da su nezavisna, nasuprot

alternativnoj hipotezi da su obeleZja povezana (zavisna). Broj stepeni slobode za test nezavisnosti su:
df =R-D(K-1)

gde su R i K broj redova i kolona, respektivno, u datoj tabeli kontingencije.

Vrednost statistike testa nezavisnosti se racuna kao:
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Xzzz(OZ:E)Z

gde su O i E ostvarene i o¢ekivane frekvencije, respektivno, za celiju tabele kontingencije.

Nulta hipoteza za test nezavisnosti se uvek formulise na sledeci nacin: dva obeleZja nisu zavisna.
Alternativna hipoteza se uvek formulise na slededi nacin: dva obelezja su zavisna.

Frekvencije ostvarene sprovodenjem eksperimenta za tabelu kontingencije nazivaju se ostvarene
frekvencije. Postupak racunanja ocekivanih frekvencija za tabelu kontingencije razlikuje se od onog koji
smo koristili u testu prilagodenosti. O¢ekivana frekvencija E za celiju tabele kontingencije dobija se
koris¢enjem formule:

B (Suma reda)(Suma kolone)

Veli¢ina uzorka
Kao i kod testa prilagodenosti i test nezavisnosti je uvek desnostrani. Za primenu hi-kvadrat testa

nezavisnosti, veli¢ina uzorka mora biti dovoljno velika da bi ocekivane frekvencije u svakoj ¢eliji bile
najmanje 5. Ako ocekivana vrednost u Celiji nije 5, moramo ili da pove¢amo veli¢inu uzorka, ili da
kombinujemo neke kategorije. Ukoliko su obelezja zavisna, jainu te veze mozZemo utvrditi pomodu
koeficijenta kontingencije, C, koji se racuna po sledeéoj formuli:

x2

C= m, gde]eL =min(R,K)

C mo\e da uyme vrednost od 0 do 1.
Spirmenov koeficijent korelacije ranga:

Spirmenov koeficijent korelacije ranga predstavlja koeficijent proste linearne korelacije izmedu
rangova. U uzorku se obeleZava sa 75, a u skupu sa p,. Da bi se izraCunala vrednost 75 vrsi se rangiranje
podataka za svaku promenljivu, x i y posebno, a njihovim rangovima se dodeljuju simboli u i v. Razlika
izmedu svakog para rangova se obeleZzava sa d = u — v. Zatim se izracunaju kvadrati svake razlike d i
saberu se da bi se dobilo Y, d2. Na kraju se izratuna vrednost 75, po formuli:

6 d?
IRTCEEED)
U sprovodenju testiranja hipoteze o Spirmenovom koeficijentu korelacije ranga ps, koristi se statistika

TS =

testa s, a njegova realizovana vrednost se raCuna pomocu gornje formule.

s moZe da uzme vrednost izmedu -1i 1. Ako je s = 0 = u uzorku ne postoji monotona veza izmedu X
i Y. Ako je r¢ > 0 u pitanju je direktna monotona veza izmedu Xi Y, Sto znaci da sa rastom X raste Y, a
ako je Ako je g < 0 u pitanju je inverzna monotona veza izmedu X i Y, Sto znaci da sa rastom X opada Y.

53. Ciljevi regresione i korelacione analize

Dva osnovna cilja, odnosno dve upotrebe regresionog modela su:

1) Ocenjivanje prosecne vrednosti Y za datu vrednost X. Regresionu pravu uzorka mozemo koristiti da
bismo ocenili prosecni nivo izdataka za hranu svih domacdinstava osnovnog skupa sa odredenim nivoom
dohotka

2) Predvidanje pojedinacne vrednosti Y za datu vrednost X. Na osnovu regresione prave uzorka
mozemo predvideti nivo izdataka za hranu slu¢ajno odabranog domacinstva sa odredenim nivoom
dohotka

Upotreba regresionog modela za ocenjivanje prosecne vrednosti Y

Regresioni model osnovnog skupa glasi:
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Y=0F,+[X+¢
Ocekivana vrednost Y za datu vrednost X oznaCavamo sa py|x i vazi:

tyix = Bo + B1X
Jedan od ciljeva regresione analiye jeste upravo ocenjivanje uy x u osnovnom skupu. Vrednost Y
dobijena zamenom vrednosti X u regresionoj jednacini uzorka, predstavlja tackastu ocenu prose¢ne
vrednosti promenljive Y u osnovnom skupu, fiy|x.
Da bismo formirali interval poverenja za puy|x, potrebno je da znamo prosecnu vrednost, standardnu
devijaciju i oblik uzoracke raspodele tackaste ocene Y. Tackasta ocena ¥ ima normalnu raspodelu sa
sredinom S, + [1X i standardnom devijacijom:

_ 1 (Xp_)?)z
0y, = Og ;-l‘w

gde je o4 standardna greSka ocene prosecne vrednosti Y, X, je vrednost promenljive X za koju vrSimo
A P

ocenjivanje sredine [iy|x, a 0, predstavlja standardnu devijaciju slucajne greske €. Buduci da je o,
nepoznata, ocenjujemo je na osnovu standardne greske regresije, S, a oy, zamenjujemo njenom

ocenom, S?p. Zato formiranje intervala poverenja za y|x zasnivamo na t raspodeli verovatnoca.
(1 — @)100% interval poverenja za uy|x kada je X = X, glasi:

?p + tS?p
gde je t tabli¢na vrednost za povrsinu od a /2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-2.
Standardna greska ocene prosecne vrednosti zavisne promenljive, Syp, glasi:

=\ 2
_ 1 (XP_X)
S?p—s E+W

Upotreba regresionog modela za predvidanje individualne vrednosti zavisne prom. Y:

Druga vazna upotreba regresionog modela je za potrebe predvidanja pojedinacne vrednosti
promenljive Y za datu vrednost promenljive X. Predvidena vrednost izdataka pojedina¢nog domacdinstva
se oznacava sa V},. Kao tackasta ocena za Y), koristi se Y. Interval poverenja za Y, najCesce se naziva
interval predvidanja.

Tackasta ocena Y individualne vrednosti Y, ima normalnu raspodelu sa sredinom Sy + 1 X i
standardnom devijacijom:

S O N Rt O
p e n SKyx
gde je oy, standardna greska predvidanja individualne vrednosti Y, X,, je vrednost promenljive X za koju

vr$imo predvidanje individualne vrednosti Y, a g, predstavlja standardnu devijaciju sluCajne greske .
Buducdi da je g, nepoznata, ocenjujemo je na osnovu standardne greske regresije, S, a oy, zamenjujemo

njenom ocenom, Syp. Zato formiranje intervala poverenja za Y, zasnivamo na t raspodeli verovatnoca.
(1 — a)100% interval poverenja za Y}, kada je X = X, glasi:

Y, £ tSyp
gde je t tabli¢na vrednost za povrs$inu od a /2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-2.
Standardna greska predvidanja individualne vrednosti zavisne promenljive, Sy, , glasi:
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1 (Xp B X)Z
Syp =S (1+ ; + W
Cilj korelacione analize jeste da se utvrdi da li izmedu varijacija posmatranih pojava postoji
kvantitativno slaganje (korelaciona veza) i ako postoji u kom stepenu. Ako se pri tome posmatraju dve
pojave govori se o prostoj korelaciji,a prilikom analize vise pojava o viSestrukoj korelaciji. Koeficijent
proste linearne korelacije predstavlja stepen kvantitativnog slaganja izmedu promenljivih. Koeficijent
proste linearne korelacije u skupu obelezava se sa p, a u uzorku sa r. Koeficijent proste linearne
korelacije moZe uzeti vrednost samo u intervalu izmedu -1 1.

-1<p<1 i —-1<r<1
Posto koeficijent korelacije u osnovnom skupu, p, nije poznat, linearnu korelacionu analizu sprovodimo
na osnovu koeficijenta korelacije uzorka, r.
Ako je r = 1, izmedu dve promenljive postoji perfektna pozitivna linearna korelacija. U tom slucaju, sve
empirijske tacke na dijagramu rasprsenosti se nalaze na rastucoj pravoj. Ako je r = —1, izmedu dve
promenljive postoji perfektna negativna linearna korelacija. U tom slucaju, sve empirijske tacke na
dijagramu rasprsenosti se nalaze na opadajucoj pravoj. Ako su empirijske tacke rasprsene svuda po
dijagramu, tada kazemo da izmedu dve promenljive ne postoji linearna korelacija, odnosno da je
koeficijent r priblizno 0.
U praksi se ne bavimo perfektnom pozitivnom ili negativnom korelacijom, ve¢ je u pitanju pozitivna
linearna veza (0 < r < 1) ili negativna linearna veza (—1 < r < 0). U slucaju da je korelacija pozitivna
i blizu 1, kazemo da postoji veoma jaka pozitivna linearna korelacija, a ako je blizi nuli slaba pozitivna
linearna korelacija. Obrnuto u sluéaju da je koeficijent r negativan i blizi -1, kaze se da u uzorku postoji
veoma jaka negativna linearna korelacija, a ako je r negativan i bliZi nuli, kazemo da u uzorku postoji
slaba negativna linearna korelacija.

Koeficijent proste linearne korelacije se ra¢una pomocu formule:

SP,y

VSKxSKy,,

Testiranje koeficijenta linearne korelacije u skupu radi se primenom t raspodele, gde se vrednost t testa

Znak koeficijenta korelacije zavisi od SP,,,.

racuna po formuli:

Broj stepeni slobode jedf =n—2.

54. Model proste linearne regresije (pretpostavke i primena)
U regresionom modelu, objasnjavajuéa promenljiva se obi¢no obelezava sa X, a zavisna promenljiva sa
Y. Promenljiva X sa svojim regresionim koeficijentom nalazi se na desnoj strani, a Y na levoj strani
jednakosti. Odsecak se oznacdava sa 3, a nagib sa 3. Dakle prost linearni regresion model je oblika:

Y=o+ BX

Bo pokazuje kolika je vrednost Y kada je X jednako 0, a 8; pokazuje za koliko se promeni Y kada se X
poveca za jednu jedinicu. Gornji model se naziva deterministi¢cki model i pokazuje deterministicku
(egzaktnu ili funkcionalnu) vezu izmedu promenljivih X i Y. Ovaj model podrazumeva da promenljiva Y

egzaktno zavisi od promenljive X i da svakoj vrednosti X odgovara samo jedna vrednost Y. Primeri
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funkcionalnih veza srecu se recimo u matematici, gde ako je stranica kvadrata 2 cm, obim je 8 cm i ne
moze da bude ni 9 cm ni 7 cm. Medutim u ekonomiji uglavnom vaZe stohasticke veze, gde jednoj
vrednosti X-a odgovara vise razli¢itih vrednosti Y-a. Tako na primer, ako je dohodak raznih porodica isti
i iznosi 1000 €, ne znaci da sve porodice moraju isto novca trositi na hranu. Iznos novca koji porodice
troSe na hranu zavisi i od drugih faktora, kao $to su: broj ¢lanova porodice, razlika u preferencijama i
ukusima, da li imaju sopstvenu proizvodnju hrane ... Uticaj tih faktora u prostom linearnom
regresionom modelu obuhvatamo dodatnim ¢lanom, koji nazivamo slu¢ajnom greSkom i najcesce
oznacavamo grckim slovom €. Sada je regresioni model sledeceg oblika:
Y=0y+[X+e¢
Takav model se naziva stohasticki model.
Slu¢ajnom greSkom, &, u modelu su obuhvacene:
1) Nedostajuce ili izostavljene promenljive. Na primer, vec je re¢eno da izdaci na hranu zavise osim od
dohotka i od mnogih drugih promenljivih
2) Slucajne varijacije. Domacinstvo, na primer, moze da nekog meseca organizuje viSe zabava, tako da
izdaci na hranu budu mnogo visi od uobicajenih, a nekog drugog meseca izdaci budu manji od proseka
jer je izdvojen novac za kupovinu namestaja.
Osnovne pretpostavke regresionog modela su:
1) Linearnost. Izmedu pojedinih vrednosti nezavisne promenljive X i odgovarajuéih prose¢nih vrednosti
Y, postoji linearna veza
2) E(e) = 0. To znaci da je stohasticki ¢lan (slu¢ajna greska) u proseku jednak nuli.
3) Homoskedasti¢nost. Ova pretpostavka se tiCe opsega odstupanja stohastickih ¢lanova i kaze da svi
stohasticki ¢lanovi imaju jednaka odstupanja,preciznije jednake varijanse:
Var(e;) = Var(ey) = - = Var(ey) = 02
4) Nema autokorelacije. To znaci da izmedu bilo koja dva stohasticka Clana ¢; i €; ne postoji linearna
veza.
5) X nije slu¢ajna promenljiva. Ova pretpostavka ukazuje na to da su vrednosti nezavisne promenljive
fiksirane, tj. da ih istraziva¢ unapred mora odabrati pre uzimanja uzorka.
6) &; ima normalan raspored. Stoga moZzemo napisati:
£:N(0,0%)
tj. stohasti¢ki ¢lan ima normalan raspored sa aritmetickom sredinom 0 i varijansom o2.
Dva osnovna cilja, odnosno dve upotrebe regresionog modela su:
1) Ocenjivanje prosecne vrednosti Y za datu vrednost X. Regresionu pravu uzorka mozemo koristiti da
bismo ocenili prosecni nivo izdataka za hranu svih domacinstava osnovnog skupa sa odredenim nivoom
dohotka
2) Predvidanje pojedinacne vrednosti Y za datu vrednost X. Na osnovu regresione prave uzorka
moZemo predvideti nivo izdataka za hranu slu¢ajno odabranog domacinstva sa odredenim nivoom
dohotka
Upotreba regresionog modela za ocenjivanje prosecne vrednosti Y

Regresioni model osnovnog skupa glasi:
Y = ﬁo + ,31X + &
Ocekivana vrednost Y za datu vrednost X oznaCavamo sa py |y i vazi:

tyix = Bo + B1X
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Jedan od ciljeva regresione analiye jeste upravo ocenjivanje Uy x u osnovnom skupu. Vrednost Y
dobijena zamenom vrednosti X u regresionoj jednacini uzorka, predstavlja tackastu ocenu prose¢ne
vrednosti promenljive Y u osnovnom skupu, fiy|x.

Da bismo formirali interval poverenja za py|x, potrebno je da znamo prosecnu vrednost, standardnu
devijaciju i oblik uzoracke raspodele tackaste ocene Y. Tackasta ocena ¥ ima normalnu raspodelu sa
sredinom S, + [1X i standardnom devijacijom:

_ 1 (Xp_)?)z
O'yp = 0¢ ;‘FW

gde je oy standardna greSka ocene prosecne vrednosti Y, X, je vrednost promenljive X za koju vrSimo
% P

ocenjivanje sredine [iy|x, a 0, predstavlja standardnu devijaciju slucajne greske €. Buduci da je o,
nepoznata, ocenjujemo je na osnovu standardne greske regresije, S, a oy, zamenjujemo njenom

ocenom, S?p. Zato formiranje intervala poverenja za y|x zasnivamo na t raspodeli verovatnoca.
(1 — @)100% interval poverenja za uy|x kada je X = X, glasi:

?p + tS?p
gde je t tabli¢na vrednost za povrsinu od a/2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-2.
Standardna greska ocene prosecne vrednosti zavisne promenljive, Syp, glasi:

1 (Xp_)?)z
S?p =S E+w

Upotreba regresionog modela za predvidanje individualne vrednosti zavisne prom. Y:

Druga vazna upotreba regresionog modela je za potrebe predvidanja pojedinacne vrednosti
promenljive Y za datu vrednost promenljive X. Predvidena vrednost izdataka pojedinacnog domadinstva
se oznacava sa Y},. Kao tackasta ocena za Y), koristi se Y. Interval poverenja za Y, najCesce se naziva
interval predvidanja.

Tackasta ocena Y individualne vrednosti Y, ima normalnu raspodelu sa sredinom S, + 1 X i
standardnom devijacijom:

=\ 2
1 (Xp — X)
oy, =0 [1+—+-—"———
p Ve n SKyx
gde je oy, standardna greska predvidanja individualne vrednosti Y, X,, je vrednost promenljive X za koju

vr$imo predvidanje individualne vrednosti Y, a g, predstavlja standardnu devijaciju slucajne greske .
Buducdi da je g, nepoznata, ocenjujemo je na osnovu standardne greske regresije, S, a oy, zamenjujemo

njenom ocenom, Syp. Zato formiranje intervala poverenja za Y, zasnivamo na t raspodeli verovatnoca.
(1 — a)100% interval poverenja za Y}, kada je X = X, glasi:

Y, £ tSyp
gde je t tabli¢na vrednost za povrsinu od a /2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-2.
Standardna greska predvidanja individualne vrednosti zavisne promenljive, Sy, , glasi:
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55. Metod najmanjih kvadrata
Stvarne vrednosti promenljive Y nazivaju se jos i empirijske vrednosti. Razlika izmedu stvarne
(empirijske) i o¢ekivane (prosecne) vrednosti Y u osnovnom skupu predstavlja slu¢ajnu gresku, €. Na
primer, za posmatrano domacinstvo, € predstavlja razliku izmedu iznosa koji je to domacinstvo
proteklog meseca zaista trosilo na hranu i prose¢nog iznosa (dobijenog na osnovu regresione prave
osnovnog skupa). Buduci da regresioni model osnovnog skupa ocenjujemo na regresione prave uzorka,
vrednost Y u uzorku za datu vrednost X naziva se ocenjena ili prilagodena vrednost, Y. Razlika izmedu
stvarne i ocenjene vrednosti promenljive Y u uzorku naziva se rezidual i oznacava se sa e. Rezidual
predstavlja ocenu slucajne greske, €. Dakle, ocenjivanjem modela na osnovu podataka iz izabranog
slu¢ajnog uzorka dobijamo:

e = ostvareni izdaci za hranu — ocenjeni izdaci za hranu =y —

Na slici ispod su prikazani reziduali:

A

Linija regresije ———;

— [§

B
o N O

lzdaci za hranu

B

10 20 30 40 50
Dohodak

Reziduali su pozitivni ako su stvarne vrednosti izdataka za hranu vecée od ocenjenih vrednosti, a
negativni ukoliko su stvarne vrednosti izdataka za hranu manje od ocenjenih vrednosti. Suma svih

Zezz:(y—?):o

Posto je suma reziduala uvek jednaka nuli, njenim minimiziranjem ne moZemo dobiti regresionu pravu

reziduala je uvek jednaka nuli.

koja se najbolje prilagodava empirijskim podacima. Umesto toga, minimiziramo sumu kvadrata

reziduala (SKR):
SKR = Zez = Z(Y —7)°

Primenom metoda najmanjih kvadrata dobijamo vrednost b, i b; u regresionom modelu uzorka, tako

da suma kvadrata reziduala bude minimalna.

Minimiziranjem sume kvadrata reziduala dobijaju se b, i by, koji predstavljaju ocene regresionih

parametara 3, i f1, a regresiona prava koja se na osnovu tih ocena dobija naziva se regresiona prava

uzorka.

Koeficijenti regresione prave uzorka ¥ = by+b; X, odnosno ocene po metodu najmanijih kvadrata glase:
by = SPyy

SKyx

i b0=7_b1)?
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gdejeSP, =T xy —ZEL g =yx2 - &0

i gde SK i SP oznacavaju odgovaraju¢u sumu kvadrata, odnosno sumu proizvoda.

Koris¢enjem datih formula ocenjujemo regresioni model i dobijamo ocene po metodu najmnjih
kvadrata by i b;. Prethodne formule moZzemo primeniti i na podacima osnovnog skupa, pod
pretpostavkom da raspolazemo svim podacima o promenljivim X i Y u osnovnom skupu. Pri tome,
odgovarajuce sume bismo dobili na osnovu svih podataka osnovnog skupa, a veli¢inu uzorka, n,
zamenili bismo veli¢cinom osnovnog skupa, N. Linija regresije osnovnog skupa tada bi glasila:

Uy|x = Bo + B,

gde je uy|x, odnosno E(Y), prose¢na vrednost promenljive Y.

56. Ukupan, objasnjen i neobjasnje varijabilitet u regresionoj analizi
Y

A

7
i

Neobjaénjenc odstupanje (y, -

- ¥) Ukupno odstupanje

Objasnjeno odstupanje

> X

X X,
Na dijagramu smo uzeli proizvoljnu empirijsku vrednost y; iz uzorka koja odgovara vrednosti nezavisne
promenljive x;. Posto je aritmeticka sredina serije y konkretnog uzorka konstantna, ona ne zavisi od
serije x, pa se moZe ucrtati kao linija paralelna x-osi. Na sli¢an nacin kao $to smo kod varijanse obelezja
posli od odstupanja pojedinih vrednosti od aritmetic¢ke sredine, tako se i ovde polazi od odstupanja
pojedine vrednosti y; od aritmeticke sredine serije y, y. Takvo odstupanje naziva se ukupno
odstupanje. Buduéi da posmatramo stohasti¢ku vezu, jedan deo tog odstupanja promenljive Y nije
objasnjen promenljivom X, $to je na slici dato kao odstupanje (y; — ¥;). To odstupanje nazivali smo
rezidualom. Kako se ne moze pripisati promenljivoj X (veé dejstvu slucajne greske, pa tacka nije na
pravoj), rezidual smatramo neobjasnjenim odstupanjem. Nasuprot tome, deo odstupanja (y; — ¥) je
objasnjen regresionom vezom izmedu X i Y i naziva se objasnjenim odstupanjem. Naime, regresionom
vezom je objasnjeno da je konkretna vrednost y; na naSem dijagramu veca od aritmeticke sredine ¥y,
zato Sto je:
a) i odgovarajuda vrednost x; veca od svoje aritmeticke sredine
b) postoji linearna direktna veza izmedu varijacija promenljivih.
Ukupno odstupanje zavisne promenljive Y stoga mozemo tretirati kao zbir objasnjenog i neobjasnjenog
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odstupanja:
Gi=»=0:i=%) + Gi—¥)
Ukupno  Neobjasnjeno Objasnjeno
odstupanje odstupanje odstupanje
MoZe se pokazati da ¢e jednakost nastaviti da vazZi i kada obe strane kvadriramo i sumiramo za sve
vrednosti u uzorku. Posto su sada obuhvacdene sve vrednosti zavisne promenljive u uzorku, kazemo da
je ukupan varijabilitet jednak zbiru objasnjenog i neobjasnjenog varijabiliteta:

D=9 =) G-+ D G-
SKU SKN SKO

Ukupna Neobjasnjena Objasnjena
suma kvadrata suma kvadrata suma kvadrata
(Ukupan (Neobjasnjen (Objasnjen
varijabilitet)  varijabilitet) varijabilitet)
Na taj nacin, slicno kao u analizi varijanse, ukupnu sumu kvadrat razloili smo na dva dela. Objasnjena
suma kvadrata Cesto se naziva i regresionom sumom kvadrata, a neobjasnjena suma kvadrata
rezidualnom ili sumom kvadrata greske.

57.0cene regresionih parametara po metodu najmanjih kvadrata — osobine i

interpretacija

pitanje 55 +

Ocenjena vrednost b, pokazuje odsecak na Y osi u dijagramu rasprienosti i predstavlja prose¢nu
vrednost y, kada je x = 0.

b; predstavlja ocenjenu vrednost prosecne promene zavisne promenljive Y kada se nezavisna
promenljiva X poveca za svoju jedinicu. Znak koji se nalazi uz koeficijent regresije b; ukazuje na smer
slaganja izmedu pojava. Kada je b; > 0 veza je direktna, a u slucaju da je b; < 0 veza je inverzna.

O kvalitetu ocena dobijenih metodom najmanjih kvadrata u poredenju sa ocenama dobijenim drugim
metodima govori Gauss-Markovljeva teorema: ,, Ako su ispunjene pretpostavke regresionog modela,
ocene dobijene metodom najmanjih kvadrata su najbolje (efikasne), nepristrasne linearne ocene.

Na osnovu teoreme sledi da je:

E(by) = Bo

E(by) = p1
odnosno da su ocene by i b; u proseku jednake nepoynatim parametrima S, i f;.
Ocena b, kao slu¢ajna promenljiva ima normalan raspored. Aritmeticka sredina tog rasporeda je f3;.
Standardna devijacija, 03,1, naziva se standardnom greskom ocene b;. Ona je mera odstupanja ocene b;
od parametra [; i samim tim ukazuje na preciznost ocene, jer ukoliko je standardna greSka manja,
ocena je kvalitetnija.
Ocene dobijene metodom najmanjih kvadrata imaju najmanju varijansu, a samim tim i standardnu
gresku.

58.Koeficijent proste i viSestruke determinacije — poredenje

Koeficijent detreminacije prostog linearnog modela , 72, pokazuje koliko je u¢esée objadnjenog
varijabiliteta (SKO) u ukupnom (SKU), odnosno pokazuje koliki je deo varijacija zavisne promenljive
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objasnjen prostim regresionim modelom. Koeficijent detreminacije viSestrukog regresionog modela se
naziva koeficijent visestruke determinacije, oznacava se sa R? i pokazuje koliko je u¢e$ée objadnjenog
varijabiliteta u ukupnom, odnosno koliki je deo varijacija zavisne promenljive objasnjen viSestrukim
regresionim modelom. Ovaj koeficijent predstavlja meru validnosti viSestrukog regresionog modela,
odnosno pokazuje da li izabrane objasnjavajuce promenljive dobro objasnjavaju varijacije zavisne
promenljive.

Kao i 72, vrednost koeficijenta visestruke determinacije, R? takode moZe uzeti vrednosti u intervalu od
0do 1, odnosno, 0 < R?>< 1.

Isto kao i u slu¢aju modela proste linearne regresije, SKU je ukupna suma kvadrata ili ukupni
varijabilitet, SKO je suma kvadrata objasnjenog varijabiliteta, dok je SKR(SKN) suma kvadrata reziduala
(neobjasnjenog varijabiliteta). SKU je jednak zbiru SKO i SKN. Ove sume se izracunavaju na slededi

SKN =Ze2 =Z(Y—Y)2

SKU = SK,, = Z(y — )2

SKO = Z(? -7)°
Koeficijent visestruke determinacije predstavlja udeo SKO u SKU:
, SKO

~ SKU
Nedostatak koeficijenta viestruke determinacije R? je u tome $to se njegova vrednost povecava sa

nacin:

dodavanjem novih promenljivih bez obzira da li one stvarno znadajno objasnjavaju varijacije zavisne
promenljive. Da bi se eliminisao pomenuti nedostatak koeficijenta R?, koristi se korigovani koeficijent
videstruke determinacije, R?. Vrednost R? se ra¢una na slededi nacin:

. ) n—1

R =1-0-1 (=)
Za razliku od R? koji nikada ne moZe biti negativan, R?> moze uzeti negativne vrednosti.

59. Standardna devijacija slucajne greske i standardna greska regresije

Standardna devijacija slucajne greske, g, pokazuje koliko je disperzija slu¢ajnih greSaka, odnosno
koliko su odstupanja promenljive Y od njenih prosecnih vrednosti na regresionoj pravoj osnovnog
skupa. U primeru dohotka i izdataka za hranu, domadinstva sa istim nivoom dohotka imaju razlicite
izdatke za hranu, odnosno sluéajna greska, €, ima razli¢ite vrednosti za posmatrana domacinstva.
Rastojanje svake pojedinaéne tacke od tacke na regresionoj pravoj osnovnog skupa predstavlja
odgovarajucu vrednost slucajne greske. Standardna devijacija, o, meri disperziju tih tacaka oko
regresione prave osnovnog skupa.
Buduéi da varijansa, 62, i standardna devijacija sluajne greske, o, nisu poznate, ocenjuju se na
osnovu reziduala slu€ajnog uzorka. Ocena varijanse slu¢ajne greske, S?, dobijena na osnovu reziduala
slu¢ajnog uzorka, naziva se rezidualna varijansa, a ocena standardne devijacije slu¢ajne greske, S,
naziva se standardna greska regresije. Standardna greska regresije dobija se na sledeci nacin:

SKR
n—2

gde je
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SKR = Z(Y - 7)°

Broj stepeni slobode u prostom linearnom regresionom modelu iznosi n — 2, jer je broj podataka
uzorka umanjena za 2 ogranicenja.
Za S se Cesce koristi formula:

,SK —b,SPy . )2
S = %, gde je SK, = Y Y? -

60.Testiranje znacajnosti ocena regresionih koeficijenata
Prilikom testiranja hipoteze o regresionom parametru f3;, kod prostog linearnog regresionog modela,
nultu hipotezu formuliSemo u obliku Hy: f; = 0 (Parametar regresione prave osnovnog skupa jednak
je nuli) i ona je ekvivalentna hipotezi da promenljiva X ne uti¢e na promenljivu Y i da se regresiona
prava ne moZze koristiti u svrhe predvidanja vrednosti Y na osnovu promenljive X. Treba imati u vidu da
testiramo samo linearnu zavisnost izmedu dve promenljive.
Da bismo testirali da li X utice na Y, formuliSemo nultu hipotezu u obliku: Hy: f; = 0 (X ne utice naY).
Alternativna hipoteza moze biti formulisana na jedan od sledeéa tri nacina:
1) X uti¢e na 'Y, odnosno 8; # 0
2) X pozitivno uti¢e na Y, odnosno 3; > 0
3) X negativno utilée na Y, odnosno 8, < 0 .
Statistika t testa za testiranje hipoteze o regresionom parametru f; glasi:

b =B

B Sh1

Vrednost regresionog parametra f; u prethodnom izrazu zamenjuje se hipotetickom vrednoscu, koja je

t

definisana nultom hipotezom.

Broj stepeni slobode je:=n — 2.

Testiranje hipoteze za bilo koji regresioni parametar [5; u visestrukom regresionom modelu, mozemo
sprovesti iste procedure koja se koristi prilikom testiranja hipoteze o f; u prostom regresionom
modelu. Jedina razlika je Sto je broj stepeni slobode u visestrukoj regresiji jednak n — k — 1. Zbog
pretpostavke o normalnoj raspodeli slu¢ajnih gresaka, uzoracka raspodela svake ocene b; je takode
normalna sa srednjom vredno$cu f; i standardnom greskom, g, . Standardna greska oy, nije poznata,
pa zato koristimo njenu ocenu iz uzorka sj,, a testiranje hipoteze o parametru B; zasnivamo na t
raspodeli.

Za testiranje hipoteze o regresionom parametru f; koristi se sledeéa statistika testa:

_bi =B

B Shi

Vrednost regresionog parametra f3; u prethodnom izrazu zamenjuje se hipotetickom vrednoséu, koja je

t

definisana nultom hipotezom.
Broj stepeni slobodeje:=n—k—1.

61. Primena Studentove t raspodele pri ocenjivanju i testiranju u regresionoj analizi
1) Ocenjivanje regresionog parametra f3; kod proste linearne regresije

Ocena b, predstavlja tackastu ocenu parametra f3; regresione prave osnovnog skupa. (1 — @)100%
interval poverenja za parametar 5, glasi:
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. S

b, + ts, ,gdejes, = Nk

Vrednost t statistike dobijamo iz tablice Studentove raspodele za povrsinu od a/2 na oba kraja t
raspodele i n — 2 stepena slobode.

2) Testiranje regresionog parametra 3; kod proste linearne regresije

Prilikom testiranja hipoteze o regresionom parametru 3, kod prostog linearnog regresionog modela,
nultu hipotezu formuliSemo u obliku Hy: f; = 0 (Parametar regresione prave osnovnog skupa jednak
je nuli) i ona je ekvivalentna hipotezi da promenljiva X ne uti¢e na promenljivu Y i da se regresiona
prava ne moze koristiti u svrhe predvidanja vrednosti Y na osnovu promenljive X. Treba imati u vidu da
testiramo samo linearnu zavisnost izmedu dve promenljive.

Da bismo testirali da li X uti¢e na Y, formuliSemo nultu hipotezu u obliku: Hy: f; = 0 (X ne utice naY).
Alternativna hipoteza moze biti formulisana na jedan od sledeca tri nacina:

1) X uti¢e na 'Y, odnosno 5; # 0

2) X pozitivno uti¢e na Y, odnosno ; > 0

3) X negativno utilée na Y, odnosno 8, < 0 .

Statistika t testa za testiranje hipoteze o regresionom parametru f; glasi:

b =By

B Sh1

Vrednost regresionog parametra f; u prethodnom izrazu zamenjuje se hipotetickom vrednoscu, koja je
definisana nultom hipotezom.

t

Broj stepeni slobode je:=n— 2.
3) Ocenjivanje regresionog parametra f3; kod viSestruke linearne regresije

Ocene by, by, by, bs, ..., by, regresionog modela uzorka predstavlja tackastu ocenu parametara
regresionog modela skupa By, B1, B2, B3 ) Bk (1 — @) 100% interval poverenja za parametar f3; glasi:
bi i tSbi.

Vrednost t statistike dobijamo iz tablice Studentove raspodele za povrsinu od a/2 na oba kraja t
raspodele in — k — 1 stepena slobode.

4) Testiranje regresionog parametra f3; kod viSestruke linearne regresije

Testiranje hipoteze za bilo koji regresioni parametar [5; u visestrukom regresionom modelu, mozemo
sprovesti iste procedure koja se koristi prilikom testiranja hipoteze o ; u prostom regresionom
modelu. Jedina razlika je Sto je broj stepeni slobode u visestrukoj regresiji jednak n — k — 1. Zbog
pretpostavke o normalnoj raspodeli slu¢ajnih gresaka, uzoracka raspodela svake ocene b; je takode
normalna sa srednjom vredno$cu f; i standardnom greskom, g, . Standardna greska oy, nije poznata,
pa zato koristimo njenu ocenu iz uzorka Sp,, @ testiranje hipoteze o parametru f; zasnivamo na t
raspodeli.

Za testiranje hipoteze o regresionom parametru f5; koristi se sledeéa statistika testa:
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Lo b; — B
Shi
Vrednost regresionog parametra f3; u prethodnom izrazu zamenjuje se hipotetickom vrednoscu, koja je

definisana nultom hipotezom.
Broj stepenislobodeje:=n—k—1.

62. Ocenjivanje i predvidanje u regresionoj analizi

Dva osnovna cilja, odnosno dve upotrebe regresionog modela su:

1) Ocenjivanje prosecne vrednosti Y za datu vrednost X. Regresionu pravu uzorka mozemo koristiti da
bismo ocenili prosecni nivo izdataka za hranu svih domacinstava osnovnog skupa sa odredenim nivoom
dohotka

2) Predvidanje pojedinacne vrednosti Y za datu vrednost X. Na osnovu regresione prave uzorka
mozemo predvideti nivo izdataka za hranu slu¢ajno odabranog domadinstva sa odredenim nivoom
dohotka

Upotreba regresionog modela za ocenjivanje prosecne vrednosti Y

Regresioni model osnovnog skupa glasi:

Y=0F+[X+e
Ocekivana vrednost Y za datu vrednost X oznaCavamo sa py|x i vazi:

tyix = Bo + B1X
Jedan od ciljeva regresione analiye jeste upravo ocenjivanje Uy x u osnovnom skupu. Vrednost Y
dobijena zamenom vrednosti X u regresionoj jednacini uzorka, predstavlja tackastu ocenu prosecne
vrednosti promenljive Y u osnovnom skupu, fiy|x.
Da bismo formirali interval poverenja za py|x, potrebno je da znamo prosecnu vrednost, standardnu
devijaciju i oblik uzoracke raspodele tackaste ocene Y. Tackasta ocena ¥ ima normalnu raspodelu sa
sredinom S, + [;X i standardnom devijacijom:

=\ 2
_ 1 (Xp—X)
O'yp—O'g E+W

gde je oy standardna greSka ocene prosecne vrednosti Y, X, je vrednost promenljive X za koju vrSimo
A P

ocenjivanje sredine [iy|x, a 0, predstavlja standardnu devijaciju slucajne greske €. Buduci da je o,

nepoznata, ocenjujemo je na osnovu standardne greske regresije, S, a oy, zamenjujemo njenom
ocenom, S?p. Zato formiranje intervala poverenja za py|x zasnivamo na t raspodeli verovatnoca.
(1 — @)100% interval poverenja za uy|x kada je X = X, glasi:

¥, £ Sy,
gde je t tabli¢na vrednost za povrsinu od a /2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-2.
Standardna greSka ocene prosecne vrednosti zavisne promenljive, S?p, glasi:

1 (x,-X%)°
5 = —_ —p _
S5, =5 [+ e

Upotreba regresionog modela za predvidanje individualne vrednosti zavisne prom. Y:

Druga vaZna upotreba regresionog modela je za potrebe predvidanja pojedinacne vrednosti
promenljive Y za datu vrednost promenljive X. Predvidena vrednost izdataka pojedinacnog domacinstva

se oznacava sa 1},. Kao taCkasta ocena za Y), koristi se Y. Interval poverenja za Y,, najcesce se naziva
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interval predvidanja.
Tackasta ocena Y individualne vrednosti Y, ima normalnu raspodelu sa sredinom B + 1 X i
standardnom devijacijom:

Oy, = 0¢ 1+£+

gde je oy, standardna greska predvidanja individualne vrednosti Y, X, je vrednost promenljive X za koju

vr$imo predvidanje individualne vrednosti Y, a g, predstavlja standardnu devijaciju slucajne greske e.
Bududi da je g, nepoznata, ocenjujemo je na osnovu standardne greske regresije, S, a oy, zamenjujemo
njenom ocenom, Syp. Zato formiranje intervala poverenja za Y,, zasnivamo na t raspodeli verovatnoca.
(1 — a)100% interval poverenja za Y}, kada je X = X, glasi:

Y, £ tSy,
gde je t tabli¢na vrednost za povrsinu od a /2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-2.
Standardna greska predvidanja individualne vrednosti zavisne promenljive, Syp, glasi:

1 (Xp B X)Z
Sy =S [1+—+———
P n SKxx

63. Koeficijent proste korelacije i njegova interpretacija
1) Koeficijent proste linearne korelacije
Cilj korelacione analize jeste da se utvrdi da li izmedu varijacija posmatranih pojava postoji
kvantitativno slaganje (korelaciona veza) i ako postoji u kom stepenu. Ako se pri tome posmatraju dve
pojave govori se o prostoj korelaciji,a prilikom analize vise pojava o visestrukoj korelaciji. Koeficijent
proste linearne korelacije predstavlja stepen kvantitativnog slaganja izmedu promenljivih. Koeficijent
proste linearne korelacije u skupu obelezava se sa p, a u uzorku sa r. Koeficijent proste linearne
korelacije moze uzeti vrednost samo u intervalu izmedu -1i 1.

-1<p<1 i —-1<r<1

Posto koeficijent korelacije u osnovnom skupu, p, nije poznat, linearnu korelacionu analizu sprovodimo
na osnovu koeficijenta korelacije uzorka, r.
Ako je r = 1, izmedu dve promenljive postoji perfektna pozitivna linearna korelacija. U tom slucaju, sve
empirijske tacke na dijagramu rasprsenosti se nalaze na rastucoj pravoj. Ako je r = —1, izmedu dve
promenljive postoji perfektna negativna linearna korelacija. U tom slucaju, sve empirijske tacke na
dijagramu rasprsenosti se nalaze na opadajucoj pravoj. Ako su empirijske tacke rasprsene svuda po
dijagramu, tada kazemo da izmedu dve promenljive ne postoji linearna korelacija, odnosno da je
koeficijent r priblizno 0.
U praksi se ne bavimo perfektnom pozitivnhom ili negativnom korelacijom, veé je u pitanju pozitivna
linearna veza (0 < r < 1) ili negativna linearna veza (—1 < r < 0). U slucaju da je korelacija pozitivna
i blizu 1, kazemo da postoji veoma jaka pozitivna linearna korelacija, a ako je bliZi nuli slaba pozitivna
linearna korelacija. Obrnuto u sluéaju da je koeficijent r negativan i blizi -1, kaze se da u uzorku postoji
veoma jaka negativna linearna korelacija, a ako je r negativan i bliZi nuli, kazemo da u uzorku postoji
slaba negativna linearna korelacija.
Koeficijent proste linearne korelacije se racuna pomoc¢u formule:
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SPey

JSKxSK,,,

Znak koeficijenta korelacije zavisi od SP,,,.
Testiranje koeficijenta linearne korelacije u skupu radi se primenom t raspodele, gde se vrednost t testa
racuna po formuli:

Broj stepeni slobode jedf =n—2.
2) Spirmanov koeficijent korelacije ranga
Spirmenov koeficijent korelacije ranga predstavlja koeficijent proste linearne korelacije izmedu
rangova. U uzorku se obeleZava sa rg, a u skupu sa p,. Da bi se izracunala vrednost 75 vrsi se rangiranje
podataka za svaku promenljivu, x i y posebno, a njihovim rangovima se dodeljuju simboli u i v. Razlika
izmedu svakog para rangova se obelezava sa d = u — v. Zatim se izracunaju kvadrati svake razlike d i
saberu se da bi se dobilo ), d2. Na kraju se izra¢una vrednost 75, po formuli:

6y d?
B n(n? —1)
U sprovodenju testiranja hipoteze o Spirmenovom koeficijentu korelacije ranga ps, koristi se statistika

rs =

testa g, a njegova realizovana vrednost se raCuna pomocu gornje formule.

s moze da uzme vrednost izmedu -1i 1. Ako je s = 0 = u uzorku ne postoji monotona veza izmedu X
i Y. Ako je r¢ > 0 u pitanju je direktna monotona veza izmedu X i Y, Sto znaci da sa rastom X raste Y, a
ako je Ako je g < 0 u pitanju je inverzna monotona veza izmedu X i Y, Sto znaci da sa rastom X opada Y.

I l ’

Oblast odbacivanja |Oblast neodbacwanjal Oblast odbacivanja
-0,738 +0,738

Kriticna vrednost 75 se dobija iz tablice za datu veli€inu uzorka i nivo znacajnosti. Ako je test dvostrani,
koristimo dve kritiéne vrednosti statistike testa, jednu negativnu i jednu pozitivhu. Medutim, ako je test
levostran koristimo samo negativnu vrednost 75, a ako je desnostrani koristimo samo pozitivnu
vrednost 7.

Nulta hipoteza uvek glasi Hy: ps = 0. Realizovana vrednost statistike testa je uvek vrednost 75 koja se
izraCunava iz podatka iz uzorka. Neka a oznacava nivo znacajnosti, a - ¢ i +c oyna;avaju kriti;ne
vrednosti 75 testa za Spirmenov koeficijent korelacije ranga.

1) Za dvostrani test, alternativna hipoteza glasi H;: ps # 0. Ako su *tc kriti¢ne vrednosti za datu veli¢inu
uzorka n i a raspodeljeno na oba kraja, Hy, odbacujemo ako jeilirg < —cilirg = +c; to jest, H,
odbacujemo ako je rg “isuvise malo” ili “isuviSe veliko”.

2) Za desnostrani test, alternativna hipoteza glasi H: ps > 0. Ako je +c kriti¢na vrednosti za datu
veli¢inu uzorka n i a na jednom kraju, H, odbacujemo ako je ¢ = +c; to jest, Hy odbacujemo ako je rg
“isuvise veliko”.

3) Za levostrani test, alternativna hipoteza glasi H;: ps < 0. Ako je —c kriti¢na vrednosti za datu veli¢inu
uzorka n i « na jednom kraju, H, odbacujemo ako je 13 < —c; to jest, H, odbacujemo ako je 5 “isuvise
malo”.
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64. Korigovani koeficijent viSestruke determinacije
isto kao pitanje 58
65. Model visestruke linearne regresije (pretpostavke i primena)
Zavisna promenjiva je determinisana kretanjem jedne ili viSe objasnjavajucih promenljivih. Kada u
regresioni model uklju¢imo dve ili viSe objasnjavajuéih promenljivih, onda je rec¢ o viSestrukom
regresionom modelu. Model uvek sadrzi samo jednu zavisnu promenljivu. ViSestruki regresioni model
sa zavisnom promenljivom Y i objasnjavajuc¢im promenljivim X, X,, X3, ..., X}, dat je u sledecem
obliku:
Y =Bo+ B1Xy + B Xy + -+ BiX + €
gde [, predstavlja odsecak ili konstantu, f1, B2, B3, ---, Bk su koeficijenti nagiba ili regresioni parametri
uz objasnjavajuce promenljive X;, X5, X3, ..., Xk, @ € slucajna greska viSestrukog regresionog modela.
Model opisuje linearnu zavisnost izmedu zavisne promenljive i k objasnjavajuéih promenljivih. Model
pretpostavlja da nema interakcije objasnjavajuc¢ih promenljivih. Kada X; ne obuhvata interakciju
faktora, veé prikazuje uticaj samo jedne objasnjavajuée promenljive , takav model nazivamo
visestrukim regresionim modelom prvog reda. Konstanta [, predstavlja vrednost Y za vrednosti svih
objasnjavajucih promenljivih koje su jednake nuli. Koeficijenti 51, 52, B3, ---, Bx se nazivaju parcijalni
regresioni koeficijenti. Na primer [3; je parcijalni regresioni koeficijent uz promenljivu X;. Ovaj
koeficijent pokazuje prose¢nu promenu promenljive Y nastalu usled jedini¢ne promene X;, pod
uslovom da sve ostale objasnjavajuce promenljive ostanu nepromenjene. Sli¢no, 5, pokazuje prosecnu
promenu Y kada se X, poveca za jednu svoju jedinicu, a sve ostale jedinice ostanu nepromenjene.
Koeficijenti 1, B2, B3, ..., Bx jOS se nazivaju i stvarni regresioni koeficijenti ili parametri regresionog
modela osnovnog skupa.
Pozitivna vrednost koeficijenta [5; ukazuje na pozitivnu zavisnost promenljive Y od promenljive X;.
Negativna vrednost 3; ukazuje na negativnu zavisnost Y od X;.
Deo By + [1X; + X, + -+ + B X se naziva deterministicki deo, a € je stohasticki deo.
U postupku zakljudivanja o regresionim parametrima visestrukog regresionog modela koristi se t
raspodela, a broj stepeni slobode iznosi: df = n — k — 1, gde n predstavlja veli¢inu uzorka, a k broj
objasnjavajucih promenljivih u modelu.
Kada viSestruki regresioni model sadrzi samo dve objasnjavajuce promenljive (k = 2), model se svodi
na:
Y =PBo+B1X1 +BX; + ¢
Regresioni model se ocenjuje na osnovu podataka iz uzorka, a uzoracka regresiona jednacina data je u
slede¢em obliku:
Y = by + by X, + byX, + - + b Xy
Vrednosti by, by, b, ..., by, su statistike uzorka koje predstavljaju odgovarajuce tackaste ocene
regresionih parametara osnovnog skupa S, 1, B2, ---» Bk-
Za razliku od modela gde Y predstavlja stvarnu vrednost zavisne promenljive, u regresionom modelu
uzorka, Y oznac¢ava ocenjenu vrednost zavisne promenljive. Razlika izmedu Y i ¥ predstavlja rezidual. U
slu€aju visestrukog regresionog modela suma kvadrata reziduala, SKR (suma kvadrata neobjasnjenog

varijabiliteta, SKN) je:
SKR = SKN = Zez = Z(y - 7)°
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Kao i kod prostog linearnog regresionog modela, ocenjivanje regresione jednacine se sprovodi
minimiziranjem sume kvadrata reziduala, odnosno:

minZ(Y - 17)2

a dobijene vrednosti nazivaju se ocenjene vrednosti regresionih parametara po metodu najmanjih
kvadrata.

Osnovne pretpostavke visestrukog regresionog modela su:

1) Srednja vrednost slucajne greske ¢ jednaka je nuli, odnosno E(¢) = 0.

2) Slucajne greske za razlicite opservacije su medusobno nezavisne (nekorelisane). Pored toga, slucajne
greske su normalno rasporedene i imaju konstantnu standardnu devijaciju, o, .

3) Objasnjavajuée promenljive nisu medusobno linearno zavisne. To znaci da ne postoji problem
multikolinearnosti.

4) Izmedu objasnjavajuée promenljive X; i sluajne greske € ne postoji korelaciona veza.

Osnovna primena regresionog modela je za ocenjivanje i predvidanje vrednosti zavisne promenljive.
Upotreba regresionog modela za ocenjivanje prosecne vrednosti Y

Regresioni model osnovnog skupa glasi:

Y =Bo+B1X +BXo+ ¢
Ocekivana vrednost Y za datu vrednost X; i X, oznaCavamo sa py|x i vazi:

tyix = Bo + B1X + B2 X>
Jedan od ciljeva regresione analize jeste upravo ocenjivanje (iy|y u osnovnom skupu. Vrednost Y
dobijena zamenom vrednosti X; i X, u regresionoj jednacini uzorka, predstavlja tackastu ocenu
prosecne vrednosti promenljive Y u osnovnom skupu, py|x-
Da bismo formirali interval poverenja za py|x, potrebno je da znamo prosecnu vrednost, standardnu
devijaciju i oblik uzoracke raspodele tackaste ocene Y. Tackasta ocena ¥ ima normalnu raspodelu sa
sredinom S, + ;X + (,X, i standardnom devijacijom oy,

gde je oy, standardna greska ocene prosecne vrednosti Y. oy, zamenjujemo njenom ocenom, Syp. Zato
formiranje intervala poverenja za y|x zasnivamo na t raspodeli verovatnoca.
(1 — a)100% interval poverenja za iy x kada je X; = X1, X, = X5y, glasi:

¥, £ Sy,
gde je t tabli¢na vrednost za povrsinu od a /2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-3.
Standardna greska ocene prosecne vrednosti zavisne promenljive, Syp se racuna pomocu nekog
statistickoh softvera.
Upotreba regresionog modela za predvidanje individualne vrednosti zavisne prom. Y:

Druga vazna upotreba regresionog modela je za potrebe predvidanja pojedinacne vrednosti
promenljive Y za datu vrednost promenljivih X; i X,. Predvidena vrednost izdataka pojedinac¢nog
domacinstva se oznacava sa Y),. Kao tackasta ocena za Y, koristi se Y. Interval poverenja za Y, najesce
se naziva interval predvidanja.

Tackasta ocena Y individualne vrednosti Y, ima normalnu raspodelu sa sredinom S + 1X + B, X5 i
standardnom devijacijom Oy, gde je oy, standardna greska predvidanja individualne vrednosti Y.

oy, zamenjujemo njenom ocenom, SYp' Zato formiranje intervala poverenja za Y, zasnivamo na t

raspodeli verovatnoca.
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(1 — a)100% interval poverenja za Y}, kada je X; = X1, X, = X5y, glasi:

¥, £ tSy,
gde je t tabli¢na vrednost za povrs$inu od a /2 ispod krive na svakom kraju t raspodele i df=n-3.
Standardna greska predvidanja individualne vrednosti zavisne promenljive, Syp, se racuna softverski.

66. Statisticki testovi u regresionoj i korelacionoj analizi
1) Testiranje regresionog parametra [5; kod proste linearne regresije
Prilikom testiranja hipoteze o regresionom parametru f3;, kod prostog linearnog regresionog modela,
nultu hipotezu formuliS$emo u obliku Hy: f; = 0 (Parametar regresione prave osnovnog skupa jednak
je nuli) i ona je ekvivalentna hipotezi da promenljiva X ne uti¢e na promenljivu Y i da se regresiona
prava ne moze koristiti u svrhe predvidanja vrednosti Y na osnovu promenljive X. Treba imati u vidu da
testiramo samo linearnu zavisnost izmedu dve promenljive.
Da bismo testirali da li X utice na Y, formuliSemo nultu hipotezu u obliku: Hy: f; = 0 (X ne utice naY).
Alternativna hipoteza moze biti formulisana na jedan od sledeca tri nacina:
1) X uti¢e na 'Y, odnosno ; # 0
2) X pozitivno uti¢e na Y, odnosno 3; > 0
3) X negativno util¢e na Y, odnosno 8; < 0 .
Statistika t testa za testiranje hipoteze o regresionom parametru f; glasi:

_bhi—B

- Sh1

Vrednost regresionog parametra f; u prethodnom izrazu zamenjuje se hipotetickom vrednoscu, koja je

t

definisana nultom hipotezom.

Broj stepeni slobode je:=n— 2.

2) Testiranje regresionog parametra f3; kod visestruke linearne regresije

Testiranje hipoteze za bilo koji regresioni parametar f5; u visestrukom regresionom modelu, mozemo
sprovesti iste procedure koja se koristi prilikom testiranja hipoteze o f; u prostom regresionom
modelu. Jedina razlika je Sto je broj stepeni slobode u viSestrukoj regresiji jednak n — k — 1. Zbog
pretpostavke o normalnoj raspodeli slu¢ajnih gresaka, uzoracka raspodela svake ocene b; je takode
normalna sa srednjom vredno$cu f; i standardnom greskom, a;,,. Standardna greska oy, nije poznata,
pa zato koristimo njenu ocenu iz uzorka sj,, a testiranje hipoteze o parametru B; zasnivamo na t
raspodeli.

Za testiranje hipoteze o regresionom parametru f; koristi se sledeéa statistika testa:

_bi =B

Sy

Vrednost regresionog parametra f3; u prethodnom izrazu zamenjuje se hipotetickom vrednoséu, koja je

t

definisana nultom hipotezom.

Broj stepenislobodeje:=n—k—1.

3) Testiranje linearne korelacije u skupu

Testiranje koeficijenta linearne korelacije u skupu radi se primenom t raspodele, gde se vrednost t testa
racuna po formuli:
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Broj stepeni slobode jedf =n—2.

67.Spirmenov koeficijent korelacije ranga
Spirmenov koeficijent korelacije ranga predstavlja koeficijent proste linearne korelacije izmedu
rangova. U uzorku se obeleZava sa rg, a u skupu sa p,. Da bi se izracunala vrednost 75 vrsi se rangiranje
podataka za svaku promenljivu, x i y posebno, a njihovim rangovima se dodeljuju simboli u i v. Razlika
izmedu svakog para rangova se obeleZzava sa d = u — v. Zatim se izracunaju kvadrati svake razlike d i
saberu se da bi se dobilo Y, d2. Na kraju se izratuna vrednost 7g, po formuli:
6 d?

T na(nz-1)

U sprovodenju testiranja hipoteze o Spirmenovom koeficijentu korelacije ranga ps, koristi se statistika

T'S =

testa 1, a njegova realizovana vrednost se raCuna pomocu gornje formule.

s moZe da uzme vrednost izmedu -1 i 1. Ako je rs = 0 = u uzorku ne postoji monotona veza izmedu X
i Y. Ako je r¢ > 0 u pitanju je direktna monotona veza izmedu X i Y, Sto znadi da sa rastom X raste Y, a
ako je Ako je s < 0 u pitanju je inverzna monotona veza izmedu X i Y, $to znaci da sa rastom X opada Y.

Oblast odbacivanja |Oblast neodbacwanjal Oblast odbacivanja
-0,738 +0,738

Kritina vrednost 75 se dobija iz tablice za datu veli¢inu uzorka i nivo znacajnosti. Ako je test dvostrani,
koristimo dve kriti¢ne vrednosti statistike testa, jednu negativnu i jednu pozitivhu. Medutim, ako je test
levostran koristimo samo negativnu vrednost 7, a ako je desnostrani koristimo samo pozitivnu
vrednost 7.
Nulta hipoteza uvek glasi Hy: ps = 0. Realizovana vrednost statistike testa je uvek vrednost rg koja se
izraCunava iz podatka iz uzorka. Neka a oznacava nivo znacajnosti, a — ¢ i +c¢ oyna;avaju kriti;ne
vrednosti 75 testa za Spirmenov koeficijent korelacije ranga.
1) Za dvostrani test, alternativna hipoteza glasi H;: ps # 0. Ako su *c kriti¢ne vrednosti za datu veli¢inu
uzorka n i a raspodeljeno na oba kraja, H, odbacujemo ako je ilirs < —cilirs = +c; to jest, H
odbacujemo ako je 15 “isuvise malo” ili “isuviSe veliko”.
2) Za desnostrani test, alternativna hipoteza glasi H;: ps > 0. Ako je +c kriti¢na vrednosti za datu
veli¢inu uzorka n i « na jednom kraju, H, odbacujemo ako je 73 = +c; to jest, Hy odbacujemo ako je rs
“isuvise veliko”.
3) Za levostrani test, alternativna hipoteza glasi H;: ps < 0. Ako je —c kriti¢na vrednosti za datu veli¢inu
uzorka n i @ na jednom kraju, H, odbacujemo ako je s < —c; to jest, H, odbacujemo ako je 75 “isuvise
malo”.

68. Ocenjivanje i testiranje znacajnosti koeficijenta proste korelacije
Isto kao 63

69. Parametarski i neparametarski pokazatelj korelacije (pretpostavke i primena)
isto kao 63
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70. Ekstrapolacija i njena ogranicenja u regresionoj analizi
Regresiona prava ocenjena na osnovu uzorka odnosi se na opseg vrednosti X koje su obuhvacene
uzorkom. Ako ocenjivanje ili predvidanje sprovodimo za vrednosti X van opsega uzorka, tada govorimo
o ekstrapolaciji. U praksi se ekstrapolacija sprovodi za vrednosti blize domenu uzorackih podataka.
Medutim, sa udaljavanjem vrednosti X za koju vr§imo ocenjivanje i predvidanje, od domena uzorackih
podataka, zakljucke treba donositi sa veéim stepenom opreznosti.
Sli¢no, ako regresioni model ocenjujemo na osnovu podataka vremenskih serija, predvidena vrednost
zavisne promenljive za perio van uzorackog perioda na bazi kojeg je ocenjen model, takode se mora
interpretirati sa odredenim oprezom. Kada se regresioni model koristi za ekstrapolaciju,
pretpostavljamo da ista linearna veza izmedu dve promenljive vaZi i za vrednosti X van opsega
uzorackih podataka. Medutim, moguce je da veza izmedu promenljivih za vrednosti izvan uzorackih
podataka ne bude linearna. Pored toga, €ak i u slu¢aju da je veza linearna, dodavanje novih podataka
zahteva ocenjivanje nove regresione prave.

71. Individualni i grupni indeksi
Varijacije vremenskih serija se mogu posmatrati kao apsolutne | relativhe promene u zavisnosti od
jedinica mera kojima se iskazuju. Apsolutne varijacije izracunavamo kao razlike izmedu nivoa pojave u
dva uzastopna ili neka druga vremenska trenutka ili intervala. Izrazavamo ih u jedinicama mere u
kojima je izrazena i sama pojava. Mada pruzaju korisne informacije o dinamici pojave, apsolutni
pokazatelji nisu pogodni za uporednu analizu varijacija razli¢itih pojava tokom vremena. Zato se u
analizi varijacija vremenskih serija ¢eSée koriste relativni pokazatelji ili indeksi.
Indeksni brojevi su relativni brojevi koji predstavljaju odnos nivoa pojave u teku¢em periodu i njenog
nivoa u baznom periodu.
Tekudi period je vremenski period u kome se posmatra nivo pojave, a period sa kojim se taj nivo poredi
nazivamo baznim periodom. Koli¢nik nivoa pojave u teku¢em i baznom periodu se mnozi sa 100 i kao
takav pokazuje procentualnu promenu nivoa pojave.
Postoji vise podela indeksa s obzirom na razlicite kriterijume. U zavisnosti od toga da li pokazuju
relativne promene jedne ili grupe srodnih pojava, indeksi mogu biti individualni ili grupni. S obzirom na
to da li je prilikom njihovog izraCunavanja bazzni period promenljiv ili ne, razlikujemo bazne indekse
(indekse sa stalnom bazom) i lan¢ane indekse (indekse sa promenljivom bazom). Prema ekonomskoj
veli¢ini na koju se odnose, indekse delimo na indekse cena, indekse fizickog obima (koli¢ina) i indekse
vrednosti.
Indeks iznad 100 ukazuje na rast nivoa pojave u teku¢em periodu u odnosu na njen nivo u baznom
periodu i to za onoliko procenata za koliko je indeks veéi od 100. Obrnuto, indeks ispod 100 ukazuje da
je re€¢ o smanjenju nivoa pojave za onoliko procenata za koliko je indeks manji od 100. Ako je indeks
jednak 100, zakljuéujemo da je nivo pojave u tekuéem periodu nepromenjen u poredenju sa njenim
nivoom u baznom periodu.

72.Indeksni brojevi i indeksni poeni
Varijacije vremenskih serija se mogu posmatrati kao apsolutne | relativne promene u zavisnosti od
jedinica mera kojima se iskazuju. Apsolutne varijacije izraunavamo kao razlike izmedu nivoa pojave u
dva uzastopna ili neka druga vremenska trenutka ili intervala. Izrazavamo ih u jedinicama mere u
kojima je izrazena i sama pojava. Mada pruzZaju korisne informacije o dinamici pojave, apsolutni

pokazatelji nisu pogodni za uporednu analizu varijacija razliCitih pojava tokom vremena. Zato se u
148



Statistika - usmeni Caslav Pejdi¢, (064) 123 09 10

analizi varijacija vremenskih serija ¢esce koriste relativni pokazatelji ili indeksi.
Indeksni brojevi su relativni brojevi koji predstavljaju odnos nivoa pojave u tekuéem periodu i njenog
nivoa u baznom periodu.
Tekudi period je vremenski period u kome se posmatra nivo pojave, a period sa kojim se taj nivo poredi
nazivamo baznim periodom. Koli¢nik nivoa pojave u tekuéem i baznom periodu se mnozi sa 100 i kao
takav pokazuje procentualnu promenu nivoa pojave.
Razlika izmedu dva indeksna broja se izrazavaju indeksnim poenima. Ovi poeni ne pokazuju relativnu,
ve¢ apsolutnu razliku izmedu nivoa pojave u dva perioda. Drugim rec¢ima, na osnovu indeksnog poena
mozemo da izraCunamo apsolutnu promenu nivoa pojave izmedu dva perioda.
73.Indeksi sa stalnom i promenljivom bazom i veza izmedu njih
Individualni indeksi pokazuju relativhe promene samo jedne pojave u posmatranom (tekuéem) u
odnosu na izabrani bazni period. Individualni indeksi se dele na bazne i lan¢ane.
Bazni indeksi (indeksi sa stalnom bazom) dobijaju se tako $to podatke vremenske serije u svakom
posmatranom period stavimo u odnos sa podatkom u periodu koji smo izabrali kao bazu koju tokom
vremena ne menjamo.
Y
I, = 70- 100
Bazni indeks se kao i svi indeksi tumaci u odnosu na 100. Ako je bazni indeks veéi od 100 to pokazuje da
je pojava u tekuéem periodu toliko procenata koliko je indeks veci od 100, veéa nego $to je u baznom
periodu. Ako je bazni indeks manji od 100 to pokazuje da je pojava u tekuéem periodu toliko procenata
koliko je indeks manji od 100, manja nego $to je u baznom periodu. Ako je bazni indeks 100 to znaci da
je nivo pojave isti u tekuéem i baznom periodu.
Individualne indekse mozZemo izracunati i kao odnos nivoa pojave u teku¢em i prethodnom periodu.
Takvi indeksi se zovu lan¢anim indeksima (indeksima sa promenljivom bazom):
L, = i 100
© Y
Lancani indeksi izrazavaju tempo promene nivoa pojave u sukcesivnim vremenski periodima: indeks
iznad 100 ukazuje na rast, a ispod 100 na pad nivoa pojave u teku¢em u odnosu na prethodni period.
a) Prera¢unavanje baznih indeksa sa jedne na drugu bazu (promena baza)
Cesto su nam u statistickim publikacijama dostupne samo serije indeksa sa stalnom bazom u jednoj
godini, dok je za potrebe nasSe empirijske analize potrebno da relativne promene budu izrazene u
odnosu na neku drugu baznu godinu. Tada je potrebno izvrsiti preracunavanje baznih indeksa sa jedne
na drugu baznu godinu koja nas interesuje. Postupak se sastoji u slede¢em: sve bazne indekse sa bazom
u staroj godini stavljamo u odnos sa baznim indeksom u godini koja je izabrana kao nova baza. Na
primer:

12001(2001=100)

I3001(2002=100) = 100

I3002(2001=100)
b) Preracunavanje baznih na lancane indekse

Na osnovu baznih indeksa vremenske serije takode mozemo izra¢unati i lan¢ane indekse. Postupak se
sastoji u deljenju baznog indeksa u teku¢em period sa baznim indeksom u prethodnom periodu i
mnoZenjem tako dobijenog koli¢nika sa 100. Na taj nacin se potire stalna baza, a nova baza postaje
prethodni period. Na primer:
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I =
Lyoos = 2002(2001=100) 100

I2001(2001=100)
c) PreraCunavanje lancanih u bazne
Polazimo os nivoa pojave u period koji smo izabrali kao bazni i za koji je bazni indeks jednak 100.
Postupak prera¢unavanja se razlikuje u zavisnosti od toga da li je re€ o periodima koji prethode ili o
periodima koji slede izabrani bazni period.
Za periode koji prethode izabranoj bazi, bazni indeks I; delimo lan¢anim indeksom u istom period L; i
koli€nik mnozimo sa 100:

L_, = ke 100
t—-1 — Lt

gde se t-1 odnosi na periode koji prethode izabranom baznom period.
Na osnovu prethodnog izraza mozemo dodi i do formule za izraCunavanje baznog indeksa za periode
koji slede izabrani period:
Lelyq
100
gde se oznaka t odnosi na periode koji slede izabrani bazni period.

It=

74. problem izbora baze i interpretacija indeksnih brojeva

Kod izraCunavanja i primene indeksnih brojeva najznacajnije pitanje predstavlja izbor baze koja sluZi
kao osnova za uporedivanje. Bazni period moze biti bilo koji podatak u vremenskoj seriji. Za bazni
period treba uzeti onaj ¢lan vremenske serije koji svojom veli¢inom reprezentuje nivo posmatrane
pojave. Po pravilu to je onaj vremenski period ili moment u kome posmatrana pojava pokazuje bar
priblizno prosecni nivo u svom razvoju. U poljoprivredi, na primer, za baznu godinu ne treba uzeti ni
susnu ni rodnu godinu. Isto tako, ne treba uzeti godinu ili period u kome su bile izizetne prilike (ratovi,
revolucije, velike poplave itd)

Znacaj pravila izbora baze je u tome Sto podatak koji se uzima za bazu opredeljuje veli¢inu izra€unatih
indeksa. Ako je veli¢ina posmatrane pojave u baznom periodu suviSe mala ili suviSe velika, indeksi ¢ée
pokazivati deformisanu sliku njenog razvoja — nerealno veliki porast ili opadanje.

Izbor stalne baze ne moze biti konacan. Tako, na primer, izmene u strukturi skupova, koje se iskazuju
grupnim indeksima, zahtevaju promenu baznog perioda, pogotovo kada se ponderacioni faktori
odreduju prema relativnom znacaju sastavnih serija u baznom periodu. Relativni znadaj pojedinih serija
moze tokom vremena bitno da se izmeni. Struktura posmatranog skupa ¢e se po pravilu viSe menjati
ukoliko je bazni period vremenski udaljeniji od posmatranog perioda.

Zbog toga se kao baza uzima period koji nie mnogo udaljen od posmatranog. Kad u strukturi nastanu
veée i znacajnije promene bazni period se mora menjati — priblizava se posmatranom.

PoZeljno je da se u baznom periodu ne ispoljava naglasena fluktuacija cena, niti veliki disparitet cena.
Ona ne traba da se nade ni blizu najvise ili najnize tacke ciklusa cena.

Da bi se indeksi pravilno interpretirali i koristili, neophodno je voditi racuna o njihovom osnovnom
svojstvu — da pokazuju samo relativhe promene, koje ne daju nikakvu informaciju o veli¢ini same
pojave. Jenakost indeksnih brojeva znaci samo podjednak relativni porast (pad), a ne i isti nivo tih
pojava. Na primer ako je indeks troSkova Zivota u Srbiji isti kao u Nemackoj to ne znadi da su troskovi
Zivota isti, ve¢ da je rast cena na malo isti u odnosu na bazni period.
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75. Ponderisanje indeksnih brojeva
Koris¢enjem proste aritmeticke sredine svim sastavnim serijama se daje podjednak znacaj, iako ga one
u stvari nemaju. U praksi je naj¢esce slucaj da sastavne serije agregata za koji racunamo grupni indeks
nemaju isti znacaj. Neponderisani grupni indeks koli¢ine izraZzava relativne promene u koli¢inama
proizvedene robe, ali ne vodi racuna o tome da ista koli¢ina proizvoda koji ¢ine grupu, ne mora imati
istu vrednost, pa samim tim ni isti znac¢aj u posmatranoj grupi. Takode, kada ne bismo ponderisali
grupni indeks cena u trgovini na malo, to bi znacilo da veca cena po jedinici proizvoda dobija veci
znacaj. Drugim recima, skuplji proizvodi imali bi veéi uticaj na opsti nivo cena iako upravo ti proizvodi,
po pravilu, imaju manji obim prometa u trgovini. Prilikom konstrukcije grupnih indeksa se, dakle, mora
voditi racuna o tome koliko se puta cena po jedinici svakog proizvoda javlja, odnosno mora se pridati
veci znacaj (ponder) cenama onih proizvoda koje imaju veci uticaj na opsti nivo cena, a to su proizvodi
sa veéim uceséem u prometu.
Cilj ponderisanja grupnih indeksa je da istakne relativni znacaj svake sastavne serije koju uklju¢ujemo u
grupni indeks. Na taj nacin se povecava reprezentativnost grupnih indeksa kao indikatora relativnih
varijacija viSe vremenskih serija. U praksi se naj¢esée primenjuju dva postupka ponderisanja grupnih
indeksa u zavisnosti od toga koji je metod njihovog konstruisanja korisé¢en:

1) Ponderisanje indeksa dobijenih po metodu prosec¢nih odnosa

Ako prilikom konstrukcije grupnih indeksa koristimo metod prosec¢nih odnosa, onda se postupak
ponderisanja sprovodi po pravilima izracunavanja ponderisanih srednjih vrednosti. Svaki individualni
indeks se mnozi svojim ponderom, a suma ovih proizvoda se deli sumom pondera:

T = XLina

X
gde su I, individualni indeksi (koli¢ine ili cena). Kao ponderacioni faktor, a;, najcesce se koristi
vrednost iz baznog perioda (a = pyq,), pa se dobija:
I_(t) _ 2 LiyPioGio
2. Piodio

2) Ponderisanje indeksa dobijenih po metodu agregata

U postupku ponderisanja grupnih indeksa cena dobijenih po metodu agregata kao pondere koristimo
koli¢ine proizvoda, a u slucaju grupnih indeksa koli¢ina ponderi su cene. U zavisnosti od toga da li se
ponderi odreduju prema strukturi sastavnih serija u baznom ili tekuéem periodu razlikujemo
Laspejresov metod i PaSeov metod ponderisanja.

Laspejresov metod ponderisanja kao pondere koristi cene ili koli¢ine iz baznog perioda. To znaci da u
konstrukciji agregatnog indeksa cena, postupak ponderisanja po Laspejresovom metodu se sastoji u
mnoZenju cene svakog od n proizvoda u tekuéem i u baznom periodu koli¢inom istog proizvoda iz
baznog perioda. Dakle koli¢ine se uzimaju nepromenjene, tako da ¢e dobijeni rezultat pokazati samo
relativnu promenu cena.

Sli¢éno, pri raCunanju agregatnog indeksa koli¢ine, ponderisanje sprovodimo tako sto koli¢inu svakog od
n proizvoda u tekuéem i baznom periodu mnoZimo odgovaraju¢om cenom iz baznog perioda. Dakle
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cene se uzimaju nepromenjene, tako da ¢e dobijeni rezultat pokazati samo relativhu promenu kolic¢ina.
_ 2. Ptqo _ 2. qtPo

2. Poqo 2 qoPo
Po Paseovom metodu ponderisanja, ponderi se odreduju prema strukturi sastavnih serija u teku¢em

periodu. Kao ponderi se koriste cene ili koli¢ine iz tekuéeg perioda. To znaci da u konstrukciji
agregatnog indeksa cena, postupak ponderisanja po PaSeovom metodu se sastoji u mnozenju cene
svakog od n proizvoda u tekuéem i u baznom periodu koli¢inom istog proizvoda iz tekuceg perioda.
Dakle koli¢ine se uzimaju nepromenjene, tako da ¢e dobijeni rezultat pokazati samo relativhu promenu

I 100

p

100 I,

cena.
Sli¢no, pri raCunanju agregatnog indeksa koli¢ine, ponderisanje sprovodimo tako Sto koli¢inu svakog od
n proizvoda u tekuéem i baznom periodu mnozimo odgovarajuéom cenom iz tekuéeg perioda. Dakle

cene se uzimaju nepromenjene, tako da ée dobijeni rezultat pokazati samo relativnu promenu kolicina.

2. Deq: 2 q:Pe
L, = -100 I, = -100
P Xpoa: T X qop:
Kod indeksa vrednosti nema potrebe uzimati bilo kakav ponder:
2. Deq:
L, = -100
P4 Y podo

76.Konstrukcija grupnih indeksa metodom prosecnih odnosa

Po metodu prosecnih odnosa grupni indeks se racuna kao prose¢na vrednost individualnih indeksa n
sastavnih serija. Zato se ovi grupni indeksi zovu jo$ i srednji grupni indeksi, a mogu biti aritmeticki,
geometrijski, harmonijski i dr., u zavisnosti od toga koju smo srednju vrednost individualnih indeksa
koristili. Na primer, aritmeticki grupni indeksi se racunaju na sledeci nacin:

[ANDIL Y AP B SRpIL ©

p n q n pq n

gde su Iy, 11 Ipq individualni indeksi cena, koli¢ina i vrednosti.

Ako prilikom konstrukcije grupnih indeksa koristimo metod prose¢nih odnosa, onda se postupak
ponderisanja sprovodi po pravilima izracunavanja ponderisanih srednjih vrednosti. Svaki individualni
indeks se mnoZi svojim ponderom, a suma ovih proizvoda se deli sumom pondera:

T = XL

X
gde su I;(4) individualni indeksi (koliCine ili cena). Kao ponderacioni faktor, a;, najce3ce se koristi
vrednost iz baznog perioda (a = pyq,), pa se dobija:
e = 2 lioyPioGio
2 Dioio

77. Konstrukcija grupnih indeksa metodom agregata

Ideja metoda agregata je da se grupni indeks konstruise kao odnos zbira podataka svih n sastavnih
serija u tekuéem periodu t i zbira podataka istih n serija u izabranom baznom periodu:
I —Zpt-mo I X4 _ XDeqe

”_Zpo q_Z% _ZPOQO
gde supy, qo i Poqo cena koli€ina i vrednost u baznom periodu, a p;, q; i p+q: cena koli€ina i vrednost u

=100

100 I,

teku¢em periodu.
U postupku ponderisanja grupnih indeksa cena dobijenih po metodu agregata kao pondere koristimo
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koli¢ine proizvoda, a u slucaju grupnih indeksa koli¢ina ponderi su cene. U zavisnosti od toga da li se
ponderi odreduju prema strukturi sastavnih serija u baznom ili teku¢em periodu razlikujemo
Laspejresov metod i PaSeov metod ponderisanja.

Laspejresov metod ponderisanja kao pondere koristi cene ili koli¢ine iz baznog perioda. To znaci da u
konstrukciji agregatnog indeksa cena, postupak ponderisanja po Laspejresovom metodu se sastoji u
mnozZenju cene svakog od n proizvoda u teku¢em i u baznom periodu koli¢inom istog proizvoda iz
baznog perioda. Dakle koli¢ine se uzimaju nepromenjene, tako da ¢e dobijeni rezultat pokazati samo
relativhu promenu cena.

Sli¢no, pri raCunanju agregatnog indeksa koli¢ine, ponderisanje sprovodimo tako sto koli¢inu svakog od
n proizvoda u tekuéem i baznom periodu mnozimo odgovaraju¢om cenom iz baznog perioda. Dakle
cene se uzimaju nepromenjene, tako da ¢e dobijeni rezultat pokazati samo relativhu promenu kolic¢ina.
_ 2. Ptqo _ 2. qtPo

2. Poq0 2 qoPo
Po Paseovom metodu ponderisanja, ponderi se odreduju prema strukturi sastavnih serija u teku¢em

I

. +100

100 I,

periodu. Kao ponderi se koriste cene ili koli¢ine iz tekuéeg perioda. To znaci da u konstrukciji
agregatnog indeksa cena, postupak ponderisanja po Paseovom metodu se sastoji u mnozenju cene
svakog od n proizvoda u tekuéem i u baznom periodu koli¢inom istog proizvoda iz tekuceg perioda.
Dakle koli¢ine se uzimaju nepromenjene, tako da ¢e dobijeni rezultat pokazati samo relativhu promenu
cena.

Sli¢no, pri raCunanju agregatnog indeksa koli¢ine, ponderisanje sprovodimo tako sto koli¢inu svakog od
n proizvoda u tekuéem i baznom periodu mnozimo odgovaraju¢om cenom iz tekuéeg perioda. Dakle
cene se uzimaju nepromenjene, tako da ée dobijeni rezultat pokazati samo relativnu promenu koli¢ina.

I, =Zptqt-100 I, =thpt-100
2 Poq: 2 qoP:
Kod indeksa vrednosti nema potrebe uzimati bilo kakav ponder:
2 Deq:
L, = -100
P ¥ poqo

78. Prosecna stopa rasta i bazni indeksi — interpretacija
Individualni indeksi pokazuju relativhe promene samo jedne pojave u posmatranom (tekuéem) u
odnosu na izabrani bazni period. Individualni indeksi se dele na bazne i lan¢ane.
Bazni indeksi (indeksi sa stalnom bazom) dobijaju se tako $to podatke vremenske serije u svakom
posmatranom period stavimo u odnos sa podatkom u periodu koji smo izabrali kao bazu koju tokom
vremena ne menjamo.
Vi
I; = 70- 100
Bazni indeks se kao i svi indeksi tumaci u odnosu na 100. Ako je bazni indeks veéi od 100 to pokazuje da
je pojava u teku¢em periodu toliko procenata koliko je indeks veci od 100, veca nego $to je u baznom
periodu. Ako je bazni indeks manji od 100 to pokazuje da je pojava u teku¢em periodu toliko procenata
koliko je indeks manji od 100, manja nego $to je u baznom periodu. Ako je bazni indeks 100 to znaci da
je nivo pojave isti u tekuéem i baznom periodu.
Individualne indekse moZemo izracunati i kao odnos nivoa pojave u teku¢em i prethodnom periodu.
Takvi indeksi se zovu lan¢anim indeksima (indeksima sa promenljivom bazom):
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L, = fi 100
" Y

Lancani indeksi izraZzavaju tempo promene nivoa pojave u sukcesivnim vremenski periodima: indeks
iznad 100 ukazuje na rast, a ispod 100 na pad nivoa pojave u tekuéem u odnosu na prethodni period.
Geometrijska sredina lanc¢anih indeksa predstavlja njihov prosek i pokazuje srednji tempo rasta:

G = T_VLZ Ly Ly
Da bismo utvrdili za koliko u procentima pojava u proseku raste ili opada, na osnovu geometrijske

sredine G izracunacemo prosecnu (geometrijsku) stopu rasta, 7y:

r, =G —100
Prosecna stopa rasta je stopa po kojoj se nivo pojave prosecno (godisnje, kvartalno, mesecno,...) u
relativnom iznosu povecava ili smanjuje u periodu obuhvaéenom vremenskom serijom.
Na primer, ako je prosec¢na stopa rasta 23%, to znaci da je posmatrana pojava u posmatranom periodu
u proseku godisnje(mesecno, kvartalno,...) rasla po stopi od 23%, a ako je prosecna stopa rasta -17,2%,
to znadi da je posmatrana pojava u posmatranom periodu u proseku godiSnje(mesecno, kvartalno,...)
opadala po stopi od 17,2%.
Ukoliko raspolazemo originalnim podacima vremenske serije, prose¢nu stopu rasta mozemo
jednostavnije izraCunati direktno iz tih podataka koristeci sledeci izraz:

79. Pristupi u analizi vremenskih serija

Metode analize vremenskih serija mozemo podeliti na kvalitativne i kvantitativne.

Kvalitativni metodi se koriste kada podaci o nekoj pojavi nisu dostupni ili se ne mogu kvantifikovati.
Zasnivaju se na procesu uskladivanja misljenja eksperata. Cilj ovih metoda nije da se dode do
jedinstvenog misljenja, ve¢ da se nade $to uzi interval u kome ¢e se naéi misljenje vecine ¢lanova
ekspertskog tima u vezi sa kretanjem posmatrane pojave.

Nasuprot kvalitativnim metodima, preduslovi primene kvantitativnih metoda su da se informacije o
pojavi koju analiziramo mogu kvantifikovati, da su podaci o proslom i sadasnjem periodu dostupni i da
odslikavaju pravu prirodu posmatrane pojave. Promina metoda se zasniva na generalnoj pretpostavci
da ¢e se pojava u buducnosti ponasati na priblizno isti nacin kao i u proslom periodu.

Sve kvantitativnhe metode moZemo svrstati u dve osnovne grupe:

- metode statisti¢ke analize vremenskih serija

- kauzalne (uzro¢ne) metode.

Metodi statisticke analize vremenskih serija (statisticki pristup) orijentisani su na analizu osnovnih
karakteristika pojedinacne vremenske serije i na prognoziranje njenih buducih vrednosti iskljucivo na
osnovu sopstvenih vrednosti iz proslog i sadasnjeg perioda. U ovu grupu metoda spadaju metod
dekompozicije, razli¢iti metodi izravnanja i Boks-DZenkinsonova metodologija.

Kauzalni metodi spadaju u domen regresione analize vremenskih serija. Koristimo ih ako varijacije
posmatrane serije objaSnjavamo varijacijama u drugim vremenskim serijama. Primenom ovih metoda
ocenjujemo regresioni model jedne vremenske serije (zavisne promenljive) u funkciji drugih
vremenskih serija, koje predstavljaju objasnjavajuée promenljive.
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80. Vremenske serije — pojam i podela
Vremenska serija je hronoloski uredeni niz podataka koji prikazuje varijacije pojave tokom sukcesivnih,
jednakih vremenskih intervala, odnosno predstavlja jednu realizaciju uredenog niza slucajnih
promenljivih Y3, Y5, Y, ... s obzirom na vreme.
Podaci vremenske serije se mogu posmatrati u vremenskim momentima ili u vremenskim intervalima.
U zavisnosti od toga, vremenske serije mozemo klasifikovati na momentne i intervalne serije. Ova
podela vremenskih serija analogna je podeli ekonomskih veli¢ina na promenljive stanja i promenljive
toka.
Momentna serija sadrzi podatke o nivou pojave koja je posmatrana u odredenim sukcesivnim
vremenskim trenucima. Na primer, broj zaposlenih se menja tokom meseca, ali se stanje zaposlenosti
registruje samo na kraju meseca. Primeri momentnih serija su: zalihe, Stednja, stanje na racunu, broj
lica koje traze posao (stanje krajem perioda),...
Podaci intervalne serije odnose se na odredeni vremenski interval (dan, nedelju, mesec, kvartal,
godinu). Primeri intervalnih vremenskih serija su vrednost prometa u trgovini na malo, licna potro3nja,
vrednost izvoza i uvoza, fizicki obim industrijske proizvodnje i sli¢no.
Podatke momentne serije nema smisla sabirati, zato Sro prikazuju stanje pojave na kraju vremenskog
perioda. U slucaju intervalne vremenske serije ima smisla da kumuliramo podatke. Dakle, na primer,
godisnji izvoz moZemo dobiti sabiranjem mesecnih izvoza.
S obzirom na domen analize, vremenske serije moZemo analizirati u vremenskom domenu i u
frekventnom domenu. Analiza u vremenskom domenu podrazumeva analizu vremenskih serija u
funkciji vremena. U domenu frekvencija, vremenska serija se posmatra kao kompozicija sinusoida
frekvencija, od kojih svaka nosi odredene informacije. Cilj ove analize jeste da sumira te informacije u
funkciji od frekvencija, odnosno da ustanovi koliki je pojedinaéni doprinos komponenata na razli¢itim
frekvencijama ukupnom varijabilitetu vremenske serije. U tu svrhu se koristi spektralna funkcija
gustine, te se otuda analiza u domenu frekvencija naziva jos$ i spektralnom analizom. Krajnji cilj analize
jeste prognoza budude vrednosti posmatrane vremenske serije.

81. Dekompozicija vremenskih serija
Klasi¢an metod dekompozicije polazi od pretpostavke da na razvojnu tendenciju vremenske serije
izvesni faktori uti¢u postojano u odredenom pravcu, dok ostali (nepostojani) faktori uzrokuju
odstupanja od te osnovne putanje serije. Svi faktori koji uti¢u na varijacije posmatrane serije tokom
vremena se mogu svrstati u Cetiri grupe, odnosno varijacije u vremenskoj seriji mogu se
dekomponovati (razloziti) na Cetiri sastavne komponente: trend, ciklicne varijacije, sezonske varijacije i
rezidualnu komponentu.
Trend (T) predstavlja razvojnu rastudu ili opadajucu tendenciju neke pojave u odredenom vremenskom
periodu. Veliki broj ekonomskih vremenskih serija pokazuje rastuéu tendenciju tokom vremena,
uzrokovanu tehnickim progresom i posledicno ekonomskim rastom.
Cikli¢ne varijacije (C) predstavljaju naizmeni¢no smenjivanje visegodisnjih odstupanja posmatrane
pojave iznad i viSegodisnjih odstupanja ispod njenog prosec¢nog kretanja. Svaki ciklus ima svoj
prosperitet (vrh), opadanje (recesiju), depresiju (najnizu tacku) i oporavak (ekspanziju). Ciklusi se
razlikuju medu sobom kako po duzini trajanja, tako i po intenzitetu oscilacija oko prose¢nog nivoa
pojave. Ove oscilacije nastaju usled delovanja vise kombinacija faktora. Primer privrednih ciklusa su
fluktuacije drustvenog proizvoda kao pokazatelja privredne aktivnosti zemlje.
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Sezonske varijacije (S) su pravilnosti u kretanju serije koje se ponavljaju u vremenskim razmacima
krad¢im od godinu dana. Sezonske varijacije se javljaju pod uticajem vremenskih uslova, kalendarskih
faktora (praznici, raspust) i sli¢no.
Rezidualna komponenta (R) sadrzi sve ostale varijacije koje postoje u vremenskoj seriji. Ovom
komponentom obuhvacena su slucajna kolebanja, kao i varijacije koje nastaju zbog nepredvidivih
dogadaja (vremenske nepogode, ratovi, Strajkovi).
Svaka vremenska serija ne mora imati sve Cetiri komponente, $to zavisi od prirode analizirane pojave i
od ucestalosti intervala u kojima se ona posmatra. Na primer, godiSnje vremenske serije nemaju
sezonsku komponentu, jer uticaj sezonskih faktora mozemo identifikovati samo unutar godine. Takode,
ciklicne varijacije mozemo identifikovati samo na podacima u duzem vremenskom periodu (na duzem
nizu godina).
U pogledu nacina delovanja faktora na kretanje vremenske serije, razlikujemo tri osnovne grupe
modela: aditivni, multiplikativni i kombinovani modeli.
Kod aditivnog modela svaka opservacija vremenske serije jednaka je zbiru komponenti:
Y=T+C+S+R
Kod multiplikativnog modela opservacija je jednaka proizvodu komponenti:
Y=T-C-S-R
Kod kombinovanog modela, varijacije vremenske serije su rezultat razlicitih kombinacija delovanja
komponenata:
Y=T-C+S-R ili ' Y=T-C-S+R
Kod aditivnog modela vremenske serije sve komponente su izraZene u istim jedinicama mere kao i
originalna serija.
Kod multiplikativhog modela samo je trend izraZen u istim jedinicama mere kao i originalna serija, dok
je uticaj ostalih komponenti dat relativno, u procentima od trenda ili neke druge komponente.
Cilj metode dekompozicije vremenske serije je da se identifikuje uticaj svake komponente zasebno. Na
osnovu originalne vremenske serije i poznatih vrednosti nekih od komponenata utvrdujemo uticaj
ostalih faktora sadrzanih u nepoznatim komponentama. Ako, na primer, Zelimo da identifikujemo
sezonska i slucajna kolebanja, to postizemo na sledeéi nacin:
Y T-C-S-R
T-C  T-C
Dakle, iskljucenje jedne grupe komponenata u isto vreme znadi izdvajanje preostalih komponenata.

S'R=

Identifikacija komponenata je znacajna narocito kod vremenskih serija sa izrazenim periodi¢nim
varijacijama koje mogu da zamagle pravu sliku o0 osnovnom toku posmatrane pojave.
82. Pokretni proseci — znacenje i upotreba

Pokretni proseci su transformacija vremenske serije u kojoj se svaki originalni podatak zamenjuje
aritmeti¢kom sredinom tog podatka, nekoliko prethodnih i istog broja sledecih podataka.
U sluéaju neparnog broja podataka u grupi, na primer tri, prvi pokretni prosek ¢e biti:

_ ity ty3

2=
Ovaj prosek zamenjuje drugi podatak y, u originalnoj vremenskoj seriji. Drugi pokretni prosek
dobijamo na sledeci nacin:

_ Y2t Y3ty

V3 = - 3
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i on zamenjuje treci originalni podatak y5. Sukcesivnim pomeranjem ka kraju serije, dolazimo do T-1

pokretnog proseka:

_ _ Yr—2t Yr-atyr
Yr-1= 3

koji zamenjuje pretposlednji (T-1) originalni podatak u seriji. Na ovaj nacin, polazeéi od originalne
vremenske serije y;, V5, ..., yr dobijamo transformisanu seriju y,, V3, ..., V7_1.
Vidimo da u ovom sluc¢aju ukupno dva podatka (prvi i poslednji) u originalnoj vremenskoj seriji ostaje
bez svog pokretnog proseka. Slicno, kod petoclanih pokretnih proseka ukupno Cetiri podatka (po dva na
krajevima) ostaje bez pokretnih proseka, ili u opstem slucaju, ako su grupe sa neparnim brojem
podataka veli¢ine n, ukupno n-1 podataka ostace bez svog pokretnog proseka.
Ako su grupe sa parnim brojem podataka postupak formiranja pokretnih proseka je slededi (primer sa 4
¢lana):
Y1it+Y2tYs+ Y,

Y23 = 4

i nalazi se izmedu drugog i treceg ¢lana grupe. Drugi pokretni prosek je:

Y2t Y3t yatys
V34 = 4

i tako redom sve do poslednjeg ¢etvoroclanog proseka:

_Yr-3t+Yr—2tYr-1tyr
Vr-21-1 % 2

Za razliku od pokretnih proseka sa neparnim brojem ¢lanova, gde je jasno koji originalni podatak
zamenjujemo pokretnim prosekom, ovde se javlja problem da se izraCunati proseci nalaze izmedu dva
srednja podatka u grupi. Zbog toga se radi dodatni korak, centriranje, racunanjem aritmeticke sredine
svaka dva uzastopna proseka. Na primer, aritmeticka sredina proseka y, 3 i y3 4 zamenjuje treci
originalni podatak y3, zatim sredina proseka y; 4 i y4 5 menja podatak y, i tako dalje. Na kraju
dobijamo seriju sastavljenu od éetvoroclanih centriranih pokretnih proseka:

V3, Far e V12
Dakle, gube se ukupno 4 podatka, dva na svakom kraju, ili u opstem slucaju n podataka ako su pokretni
proseci sa parnim brojem podataka velicine n.
Pokretni proseci se koriste kod izbora funkcije trenda. Naime, ¢esto originalna serija zbog izrazenih
sezonskih uticaja, ne ukazuje na grafickom prikazu na oblik funkcije trenda koji joj odgovara. Medutim,
ako se graficki prikazu centrirani pokretni proseci, eliminisade se uticaj sezonskih faktora i lakSe ¢e moci
da se uodi koja funkcija trenda je najbolja za konkretnu vremensku seriju.
Druga primena pokretnih proseka je za prognozu pojave u buduénosti. Ukoliko, na primer, imamo seriju
od 1990. do 2006. godine i Zelimo prognozu pojave za 2007. godinu, postupak je slededi:

N _ Y2004 T Y2005 t Y2006
Y2007 = 3

ako prognozu vrsimo pomocu trogodisnjih pokretnih proseka.

83. Eksponencijalna i geometrijska stopa rasta

1) Geometrijska stopa rasta
Geometrijska sredina lanc¢anih indeksa predstavlja njihov prosek i pokazuje srednji tempo rasta:

G = T_VLZ'LB""'LT

157



Statistika - usmeni Caslav Pejdi¢, (064) 123 09 10

Da bismo utvrdili za koliko u procentima pojava u proseku raste ili opada, na osnovu geometrijske
sredine G izraCunacemo prosecnu (geometrijsku) stopu rasta, 7y:

ry, =G —100
Prosecna stopa rasta je stopa po kojoj se nivo pojave prosecno (godisnje, kvartalno, mesecno,...) u
relativnom iznosu povecava ili smanjuje u periodu obuhvaéenom vremenskom serijom.
Na primer, ako je prosec¢na stopa rasta 23%, to znaci da je posmatrana pojava u posmatranom periodu
u proseku godisSnje(mesecno, kvartalno,...) rasla po stopi od 23%, a ako je prose¢na stopa rasta -17,2%,
to znaci da je posmatrana pojava u posmatranom periodu u proseku godi$nje(mesecno, kvartalno,...)
opadala po stopi od 17,2%.
Ukoliko raspolazemo originalnim podacima vremenske serije, prose¢nu stopu rasta mozemo
jednostavnije izraunati direktno iz tih podataka koristeci slededi izraz:

Ty = ——11]-100

2) Eksponencijalna stopa rasta
Na osnovu ocene b; eksponencijalnog trenda moZemo izraunati prosecnu stopu rasta, 7.
Eksponencijalna prosecna stopa rasta pokazuje za koliko procenata pojava u proseku raste (opada) u
posmatranom periodu (npr. mesecno, kvartalno, godisnje).

7, = (b; —1)-100
Na primer, ako smo ocenili eksponencijalni trend godiSnje vremenske serije za period 1996-2005 i
dobili ocenjenu vrednost b; = 1,05, to bi znacilo da eksponencijalna stopa rasta iznosi 5%. Dakle,
pojava je u posmatranom periodu od 1996. do 2005. u proseku godisnje rasla po stopi od 5%. Da smo
dobili ocenjenu vrednost b; = 0,90 to bi znacilo da je eksponencijalna stopa rasta -10%, Sto znaci da je
pojava u posmatranom periodu od 1996. do 2005. u proseku godiSnje opadala po stopi od 10%.

84. I1zbor funkcije trenda

Postoji vise nacina za izbor funkcije trenda.

1) Trend se mozZe uociti pomocu grafickog prikazivanja vremenske serije. Serija prikazana na
aritmetickom dijagramu svojim izgledom ukazuje na koris¢enje linearnog, eksponencijalnog ili
paraboli¢nog trenda. Ukoliko serija prikazana na polulogaritamskom dijagramu ima priblizno oblik
prave linije, treba koristiti eksponencijalni trend.

2) Metod diferencija (razlika) - Najpre se formira nova kolona u tabeli koja se oznacava sa 1 i u koju se
upisuju apsolutne razlike susednih podataka iz kolone y. Ukoliko su te razlike priblizno jednake, onda je
najbolji linearni trend, a ako nisu jednake formira se nova kolona u tabeli 2 u koju se upisuju apsolutne
razlike susednih podataka iz kolone 1. Ako su te razlike priblizno jednake onda je u pitanju paraboli¢ni
trend, a ako nisu formira se nova kolona logy u koju se upisuju apsolutne razlike svih susednih podataka
it kolone logy, pa ako su te razlike priblizno jednake onda je to eksponencijalni trend. Obratiti paznju da
su razlike uvek pozitivne. Znadi nije bitno koji je podatak veci

3) Metod pokretnih sredina (proseka) - Najpre se formira kolona u koju se upisuju pokretni proseci.
Pokretni proseci mogu da budu sa dva podatka, tri Cetiri, itd. Ukoliko se pokretni proseci prave sa
neparnim brojem podataka, npr. trogodisnji pokretni proseci, vrsi se sabiranje svake tri susedne godine
i deljenje sa tri. Rezultat koji se dobije se piSe naspram srednje od te tri godine, znaci naspram druge.
Ukoliko se pokretni proseci prave sa parnim brojem podataka, npr. ¢etvorogodisnji pokretni proseci,
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vrsi se sabiranje svake Cetiri susedne godine i deljenje sa 4. Rezultat koji se dobije se piSe na mestu
izmedu drugog i tre¢eg podatka. Medutim, kako sad pokretni proseci nisu centrirani, vrsi se njihovo
centriranje, tako Sto se svaka dva susedna podatka saberu, rezultat podeli sa dva i napiSe izmedu ta dva
podatka. Kada su formirani pokretni proseci, na te pokretne proseke se primenjuje graficki metod.
4) Srednja kvadratna greska - Najpre se pronadu sve tri funkcije trenda, pa se za svaku od tih funkcija
izracuna srednja kvadratna greska po sledecoj formuli:
Xy —9)°

T
Bira se ona funkcija trenda koja ima najmanju srednju kvadratnu gresku.

85. Linearni i eksponencijalni trend
1) Linearni trend — Ako se vremenska serija iz godine u godinu povecava (ili smanjuje) u priblizno istom

SKG =

iznosu, odnosno ako pokazuje pravolinijsku tendenciju, njeno kretanje mozemo opisati pomocu
linearnog trenda. Model linearnog trenda ima slededi oblik:
Yo = Bo+ Bit + &
Modelom se opisuje linearno kretanje serije Y; u funkciji vremena t. Parametri B, i f; su nepoznati i
ocenjuju se na osnovu uzorka. U uzorku ocenjena linija trenda glasi:
Y, = by + byt

gde je ¥, ocena proseéne vrednosti vremenske serije, a b, i b; ocene parametara 8y i ;.
Ocene by i b; dobijamo po metodu najmanjih kvadrata, koji podrazumeva minimiziranje kvadrata
vertikalnih odstupanja podataka od funkcije trenda. Ocene b, i b; se dobijaju pomocu sledecih formula:

Sty — ZtZy
b _=27 T
! )2’
ZtZ_T

Vreme t se izrazava tako $to se prvom podatku dodeli 1, drugom 2, itd.

by =y — byt

Ocena nagiba b; u modelu linearnog trenda pokazuje srednji apsolutni porast, odnosno prosecnu
promenu vremenske serije u sukcesivnim vremenski intervalima posmatranog perioda.

2) Eksponencijalni trend — Kad serija tokom vremena pokazuje priblizno isti relativni rast ili pad, tada
razvojni tok serije mozemo aproksimirati eksponencijalnim trendom. Teorijski model eksponencijalnog

trenda glasi:
t
Ye=Bo"B1 &
Parametri 3, i B; su nepoznati i ocenjuju se na osnovu uzorka. U uzorku ocenjena funkcija trenda glasi:
?t = by - b1t

gde je Y, ocena prose¢ne vrednosti vremenske serije, a b, i b; ocene parametara 8y i ;.
Ocene by i by dobijamo po metodu najmanjih kvadrata, koji podrazumeva minimiziranje kvadrata
vertikalnih odstupanja podataka od funkcije trenda. Ocene by i b; se dobijaju pomocu sledeéih formula:
* tXy”
Sy 22V %y

e v EO” bo =y —bit
T

gdeje b, =logb,, yv* = logy itd.
Ocena nagiba b; u modelu eksponencijalnog trenda pomnoZena sa 100 se zove srednji relativni porast
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ili srednji tempo rasta.
Na osnovu ocene b; eksponencijalnog trenda moZemo izraunati prosecnu stopu rasta, 7.
Eksponencijalna prosec¢na stopa rasta pokazuje za koliko procenata pojava u proseku raste (opada) u
posmatranom periodu (npr. mesecno, kvartalno, godisnje).
r, = (by —1)-100

Na primer, ako smo ocenili eksponencijalni trend godiSnje vremenske serije za period 1996-2005 i
dobili ocenjenu vrednost b; = 1,05, to bi znacilo da eksponencijalna stopa rasta iznosi 5%. Dakle,
pojava je u posmatranom periodu od 1996. do 2005. u proseku godiSnje rasla po stopi od 5%. Da smo
dobili ocenjenu vrednost b; = 0,90 to bi znacilo da je eksponencijalna stopa rasta -10%, Sto znaci da je
pojava u posmatranom periodu od 1996. do 2005. u proseku godisnje opadala po stopi od 10%.

86. Sezonske varijacije — merenje i interpretacija
Sezonske varijacije su periodi¢ne fluktuacije vremenske serije u vremenskim intervalima unutar godine,
a ponavljaju se tokom vise godina u isto doba i u priblizno istom intenzitetu i smeru. Uticaj sezonskih
faktora ne mozemo identifikovati kod godisnjih vremenskih serija, jer se sezonske varijacije ispoljavaju
samo unutar godine. Poznavanje prirode i intenziteta sezonskih varijacija je veoma vazno, jer od toga
zavisi i kvalitet prognoze buducih vrednosti posmatrane pojave. Kod nekih vremenskih serija sezonske
fluktuacije se izrazavaju jednoobrazno tokom vremena. Tada je dejstvo sezonskih faktora stabilno i
ispoljava se na priblizno isti nacin iz godine u godinu. Medutim, ako sezonska varijacija menja intenzitet
i periodi¢nost ponavljanja u svakom narednom periodu, onda govorimo o nestabilnom sezonskom
ritmu.
Postoje dva pristupa merenju sezonskih varijacija: modelski i empirijski pristup. Kod modelskog pristupa
sezonska priroda se meri uklju¢ivanjem sezonskih objasSnjavajucih promenljivih u regresioni model
vremenske serije (ako je stabilan sezonski ritam), ili posebnom vrstom modela, tzv. Sezonskim ARIMA
modelima (ako je sezonski ritam nestabilan).
Modelski pristup je dosta slozen, tako da pri analizi koristimo iskljucivo empirijski pristup. Postoji vise
metoda u okviru empirijskog pristupa, a jedan od njih je metod odnosa prema pokretnim prosecima.
Bududi da polazimo od multiplikativnog modela, uticaj sezonskih varijacija éemo pratiti na osnovu
relativnih odstupanja od prosecnog nivoa, tj. Pomocu sezonskih indeksa. Sezonski indeksi su relativni
brojevi, koji mere jacinu uticaja sezone u odredenom kvartalu (mesecu) tokom vise godina.
Kod sezonskih indeksa, prosecan kvartalni (mesecni) nivo pojave izrazava se indeksom 100. Sezonski
indeks iznad 100 pokazuje visi nivo pojave od kvartalnog (mesecnog) proseka, zbog uticaja sezone. Ako
sezonski faktori ne bi znacajno uticali na pojavu, tada bi svi sezonski indeksi iznosili priblizno 100,
odnosno pojava ne bi znacajnije odstupala od opsteg kvartalnog (mesecnog) proseka. Zbir sezonskih
indeksa kod kvartalne serije je jednak 400, a kod mesec¢ne 1200.
Merenje sezonskih varijacija po metodu odnosa prema pokretnim prosecima zasniva se na njuihovoj
izolaciji (izdvajanju) od ostalih nesezonskih komponenata (T,C i R). Osnovna ideja ovog metoda je da se:
1) pokretnim prosecima zdruzeno obuhvate trend i ciklicna komponenta
2) deljenjem originalne serije pokretnim prosecima eliminiSe uticaj trend i ciklicne komponente i u seriji

ostane sezonska i rezidualna komponenta
S*R Y
T-C
Da bi se eliminisao uticaj i rezidualne komponente racuna se kvartralni (mesecni) prosek komponenata
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SiR, odnosno:
. 2SR

Kvartalni prosek = —
gde je n broj istih kvartala tokom posmatranih godina.
U poslednjem koraku, dobijeni kvartalni proseci se pomnoZe sa 100 i dobijaju se sezonski indeksi.
Najvecdi uticaj sezone je kvartal ciji sezonski indeks najvise odstupa od 100. Najveci pozitivan uticaj
sezone je kvartal sa najveéim sezonskim indeksom, a najveéi negativanj uticaj sezone je kvartal sa
najmanjim sezonskim indeksom.

87. Desezoniranje — postupak i znacaj

Analiza sezonske komponente u vremenskoj seriji je veoma znacajna sa stanovista kvaliteta prognoze.
Kada bi se zanemarila sezonska komponenta u analizi vremenske serije, prognoze bi Cesti bile nerealne.
Osim toga, prisustvo sezonske komponente zamagljuje osnovnu razvojnu tendenciju pojave, pa samo
njenim eliminisanjem moZemo sagledati osnovni tok, odnosno nesezonske karakteristike serije. Zato se
u praksi najéesce pored originalne serije prikazuje i serija iz koje je eliminisana sezonska komponenta.
Ovaj postupak eliminisanja sezonske komponente iz vremenske serije zove se sezonsko izravnanje ili
desezoniranje.
Kod sezonskih vremenskih serija ima smisla porediti nivo serije u jednom kvartalu (mesecu) u odnosu
na prethodni kvartal (mesec), samo ako je serija desezonirana, odnosno ako je iz nje prethodno
isklju¢ena sezonska komponenta.
Kada koristimo originalnu, a ne desezoniranu vremensku seriju, tada moZzemo jedino porediti njen nivo
u odredenom kvartalu (mesecu) tekuée godine u odnosu na isti kvartal (mesec) prethodnih godina.
Desezoniranje se sprovodi na sledeci nacin:
Y
Yo = T 100

N

88. Metodi prognoziranja vremenskih serija

Jedan od najvaznijih ciljeva analize vremenskih serija jeste prognoziranje buduceg toka vremenske
serije sa Sto manjom greSkom prognoze. Postoji vise pristupa u prognoziranju vremenskih serija. Neki
od njih su:

1) Prognoziranje vremenske serije po metodu dekompozicije — ekstrapolacija trenda

Ekstrapolacija trenda podrazumeva produzavanje ocenjene funkcije trenda izvan uzorackog perioda.
Osnovna pretpostavka prilikom prognoziranja vremenske serije koris¢enjem metoda dekompozicije
jeste da ce faktori koji su delovali na nivo serije u proslosti i sadasnjosti delovati i u buduéem periodu
na isti nacin, priblizno istim intenzitetom, u istom smeru i bez znacajnijeg uticaja novih faktora. Radi se,
dakle, o mehanickoj projekciji ponasanja pojave iz proslog i sadasnjeg perioda u buduc¢nost. Navedena
pretpostavka ekstrapolacije trenda ujedno predstavlja i osnovno ogranicenje, zbog ¢ega prognozu po
ovom metodu mozemo sprovoditi samo u neposrednoj buduénosti i samo kod pojava koje pokazuju
relativno stabilnu razvojnu tendenciju u duzem vremenskom periodu.

2) Metodi izravnanja

a) Metod pokretnih proseka — Kod ovog metoda se pokretni prosek ne pridruzuje sredisnjem ¢lanu kao
kod odredivanja tipa funkcije trenda, vec predstavlja prognozu za jedan period unapred. Izbor broja
¢lanova u grupi je subjektivan (troclani, petoclani proseci itd.)

b) Eksponencijalno izravnanje — metod se koristi za vremenske serije koje nemaju izrazen trend. Takve
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serije karakterisu sluc¢ajna kolebanja oko svog prosec¢nog nivoa, koji je konstantan ili se tokom vremena
sporo menja. Prognoza po metodu jednostavnog eksponencijalnog izravnanja dobija se polazeéi od
sledeéeg opsteg izraza:
Fipp=a- i+ —-a)-F
Jednostavno eksponencijalno izravnanje podrazumeva takvu transformaciju vremenske serije u kojoj su
podaci zamenjeni ponderisanim prosekom svih prethodnih podataka, sa ponderima koji se
eksponencijalno smanjuju sa staro$¢éu podataka.
89. Ekstrapolacija trenda (postupak, problemi i ogranicenja)
Ekstrapolacija trenda podrazumeva produzavanje ocenjene funkcije trenda izvan uzorackog perioda.
Osnovna pretpostavka prilikom prognoziranja vremenske serije koris¢enjem metoda dekompozicije
jeste da ce faktori koji su delovali na nivo serije u proslosti i sadasnjosti delovati i u budu¢em periodu
na isti nacin, priblizno istim intenzitetom, u istom smeru i bez znacajnijeg uticaja novih faktora. Radi se,
dakle, o mehanickoj projekciji ponasanja pojave iz proslog i sadasnjeg perioda u buducnost. Navedena
pretpostavka ekstrapolacije trenda ujedno predstavlja i osnovno ogranicenje, zbog ¢ega prognozu po
ovom metodu mozemo sprovoditi samo u neposrednoj buduénosti i samo kod pojava koje pokazuju
relativno stabilnu razvojnu tendenciju u duzem vremenskom periodu.
Ukoliko se vrsi ekstrapolacija trenda godisnjih vremenskih serija, princip je da se u formuli ocenjenog
trenda umesto t zameni vrednost za t koja bi odgovarala godini koju prognoziramo, da seriji pripada ta
godina za koju se vrsi prognoza.
Ukoliko se vrsi ekstrapolacija trenda kvartalnih vremenskih serija, mora se uzeti u obzir i uticaj sezone.
Postupak je slededi:
1) Sprovodi se desezoniranje serije, odnosno, eliminiSe se uticaj sezonskih faktora
2) Ocenjuje se funkcija trenda na dobijenim desezoniranim podacima, a ne na originalnim podacima
vremenske serije, jer prisustvo sezonske komponente znacajno zamagljuje osnovni tok serije
3) Ekstrapolira se ocenjeni trend za i-ti kvartal u nekoj buduéoj godini
4) Dobijena ekstrapolisana vrednost se koriguje uticajem sezone pomocu sledeée formule:
o Viels

Yt =100
Ekstrapolacija trenda podrazumeva produzavanje ocenjene funkcije trenda izvan uzorackog perioda.

Osnovna pretpostavka prilikom prognoziranja vremenske serije koriséenjem metoda dekompozicije
jeste da ce faktori koji su delovali na nivo serije u proslosti i sadasnjosti delovati i u buduéem periodu
na isti nacin, priblizno istim intenzitetom, u istom smeru i bez znacajnijeg uticaja novih faktora. Radi se,
dakle, o mehanickoj projekciji ponasanja pojave iz proslog i sadasnjeg perioda u buducnost.
Pretpostavlja se da je rec¢ o globalnom trendu, koji u celom periodu ostaje nepromenljiv, Sto ¢esto nije
sluéaj, pa ovaj vid prognoze moze da bude dosta neprecizan. U praksi se primenjuje uglavnom bliska
ekstrapolacija, tj. prognoza za nekoliko perioda unapred.

90. Predvidanje nivoa pojave pomocu trenda i sezonskih indeksa
Isto kao pitanje 89
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