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Ispitna pitanja

=

Definisati opsti oblik funkcije traznje i funkcije traznje u uzem smislu;
Definisati i objasniti uslov normalnosti funkcije traznje;
Formulisati normalne jednacine za odredivanje parametara linearne funkcije
traznje;
Definisati koeficijent lu¢ne elasti¢nosti i koeficijent elasti¢nosti u tacki;
Osnovne karakteristike elasti¢nosti;
Dokazati da je koeficijent elasti¢nosti stepene funkcije traznje konstantan;
Formulisati 1 objasniti koeficijente parcijalne elasti¢nosti traznje;
Definisati funkciju ponude i objasniti uslov normalnosti funkcije ponude;
Analiticki 1 graficki predstaviti parcijalni pristup analizi trziSne ravnoteze:
. Analiticki definisati funkciju ukupnog prihoda;
. Definisati marginalni (grani¢ni) prihod i uspostaviti zavisnost ukupnog i
grani¢nog prihoda;
12. Dokazati i objasniti Amoroso-Robinsonovu relaciju;
13. Analiticki i graficki definisati funkciju ukupnih troskova;
14. Definisati funkciju prosecnih troskova i odrediti interval opadajuc¢ih prose¢nih
troskova;
15. Definisati funkciju grani¢nih (marginalnih) troskova i graficki i analiticki
predstaviti odnos prose¢nih i grani¢nih troSkova;
16. Definisati i objasniti elasti¢nost ukupnih i prose¢nih tro§kova;
17. Analiticki i graficki definisati i objasniti interval rentabiliteta i optimalan nivo
proizvodnje;
18. Osnovna struktura redova ¢ekanja;
19. Klasifikacija redova ¢ekanja;
20. Tokovi dogadaja;
21. Poasonov tok dogadaja;
22. Raspodela verovatnoca izmedu dva dolaska;
23. Raspodela verovatnoca vremena usluZivanja;
24. Procesi radanja i umiranja;
25. Otvoreni jednokanalni model redova ¢ekanja;
26. Analiza troskova za jednokanalni otvoreni model redova cekanja;
27. Troskovi zaliha;
28. Model zaliha sa konstantnom traznjom i fiksnim vremenskim periodom;
29. Osnovne pretpostavke modela sa konstantnom traznjom 1 fiksnim vremenskim
periodom;
30. Odredivanje funkcije ukupnih troSkova za model zaliha sa konstantnom
traznjom 1 fiksnim vremenskim periodom;
31. Optimizacija troSkova za model zaliha sa konstantnom traznjom i fiksnim
vremenskim periodom — analiticka interpretacija;
32. Optimizacija troSkova za model zaliha sa deterministickom traznjom i fiksnim
vremenskim periodom — graficka interpretacija;
33. Prosirenje osnovnog modela zaliha sa konstantnom traznjom — analiticka
interpretacija;
34. Prosirenje osnovnog modela zaliha sa deterministickom traznjom — graficka
interpretacija;
35. Model zaliha sa konstantnom traznjom i hitnim nabavkama;
36. Osnovne pretpostavke modela zaliha sa hitnim nabavkama;
37. Odredivanje funkcije ukupnih troSkova za model sa hitnim nabavkama;

w N

RR©O©o~N O~

= O



Obrazovni centar ,,Smart Basic*, Lomina 5, tel: 32-82-662

38. Optimizacija modela zaliha sa hitnim nabavkama;

39. Poredenje modela zaliha sa hitnim nabavkama i modela zaliha kad hitne
nabavke nisu dozvoljene;

40. Definisati opsti oblik modela matematickog programiranja — Sta predtavlja
skup dopustivih reSenja, a Sta optimalno reSenje zadatka;

41. Definisati i objasniti osnovne pretpostavke modela linearnog programiranja;

42. Definisati standardni problem maksimuma zadatka linearnog preogramiranja —
glavni elementi i karakteristike standardnog problema;

43. Opste osobine resenja linearnog programiranja — dokazati i objasniti;

44. Simpleks metod — izvesti simpleks kriterijum za ulazak vektora A; u bazu,

45. Simpleks metod — izvesti simpleks kriterijum za izlazak vektora A; iz baze;

46. Mesoviti problem maksimuma modela linearnog programiranja — analiticki 1
graficki formulisati i objasniti;

47. Problem minimuma modela linearnog programiranja — analiticki i graficki
formulisati i objasniti;

48. Formulisati dualni model zadatka linearnog programiranja i definisati osnovne
karakteristike;

49. Definisati vezu promenljivih primarnog i dualnog modela zadatka linearnog
programiranja — nac¢in odredivanja optimalnog reSenja dualnog problema;

50. Odnos izmedu vrednosti funkcije cilja primarnog i dualnog modela zadatka
linearnog programiranja — dokazati i objasniti;

51. Odnos izmedu optimalnih vrednosti funkcije cilja primarnog i dualnog modela
zadatka linearnog programiranja — dokazati i objasniti;

52. Odnos izmedu optimalnih vrednosti promanljivih primarnog i dualnog
problema u modelu linearnog programiranja — dokazati i objasniti;

53. Ekonomsko znacenje dualnih promenljivih — dokazati i objasniti;

54. Osnovne karakteristike i znacaj primene Simpleks tabele — postupak
odredivanja elemenata simpleks tabele;

55. Problem degeneracije zadatka linearnog programiranja — uzroci i posledice;

56. Jedinstveno i viSestruko optimalno reSenje u modelu linearnog programiranja
— graficka 1 analiticka interpretacija;

57. Nepostojanje mogucih reSenja i neogranicena vrednost funkcije cilja zadatka
linearnog programiranja — graficka i analiticka interpretacija;

58. Postoptimalna analiza u linarnom programiranju — promena koeficijenata
funkcije kriterijuma;

59. Postoptimalna analiza u linearnom programiranju — promena kolone u matrici
A

60. Definisati opsti oblik transportnog problema — analiti¢ki i tabelarno;

61. Egzistencija moguceg reSenja transportnog problema — dokazati i objasniti;

62. Pokazati da je rang matrice koeficijenata sistema ogranicenja transportnog
problemam+n—1;

63. Postojanje zavisnosti izmedu jednacina sistema ogranicenja transportnog
problema — dokazati i objasniti;

64. Metodi odredivanja pocetnog bazi¢nog reSenja programa transporta;

65. Metodi optimizacije programa transporta;

66. Degeneracija problema transporta;

67. Model asignacije — osnovne karakteristike i algoritam za resavanje modela;

68. Otvoreni model transportnog problema

69. Matri¢ne igre — osnovne karakteristike 1 postupak njihovog resavanja;

70. Matricne igre sa meSovitim strategijama;
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71. Odnos donje i gornje granice vrednosti matri¢ne igre — dokazati i objasniti;

72. Metodi reSavanja matricnih igara — analiticki 1 graficki;

73. Redukcija matrice placanja — dominantna i dominirana strategija;

74. Matri¢ne igre i linearno programiranje;

75. Analiza strukture u mreznom planiranju;

76. Mrezni dijagram i njegovi osnovni elementi;

77. Osnovna pravila konstrukcije mreznog dijagrama;

78. Medusobni odnosi aktivnosti;

79. Postupak konstrukcije mreznog dijagrama (objasniti na proizvoljno izabranom
primeru);

80. Numerisanje mreznog dijagrama — Fulkersonov algoritam;

81. Primena Fulkersonovog algoritma na proizvoljno odabranom primeru;

82. Odredivanje najranije moguceg i najkasnije dozvoljenog vremena realizacije
dogadaja primenom metoda CPM;

83. Vremenske rezerve u deterministickom mreznom modelu;

84. Vremenski parametri stohastickog mreZnog modela;

85. Kriti¢ne aktivnosti i kritiCan put u stohasti¢Ckom mreznom modelu;

86. Odredivanje verovatno¢a u stohastiCkom mreznom modelu;

87. Analiza troSkova aktivnosti;

88. PERT/TROSKOVI (PERT/COST) — metoda

89. Objasniti primenu PERT/COST — metoda na proizvoljno odabranom primeru;

90. Analiza troskova projekta i formiranje matematickog modela;

91. Osnovne karakteristike metoda dinamickog programiranja i Belmanov princip
optimalnosti;

92. Odredivanje najkraceg puta u neorijentisanoj mrezi primenom metoda
dinamickog programiranja;

93. Odredivanje najkraceg i najduzeg puta u orijentisanoj mrezi izmedu dva
zadata ¢vora;

94. Raspodela ogranicenih resursa primenom metoda dinamickog programiranja;

95. Definisati i objasniti vektor S i matricu P u modelu za prognoziranje
opredeljenja potrosaca;

96. Markovljev model — osnovne pretpostavke i formulacije modela;

97. Definisati i objasniti stabilno-ravnotezno stanje Markovljevog modela;

98. Markovljev model za prognoziranje opredeljenja potrosaca;

99. Markovljev model za odredivanje kona¢nog stanja potrazivanja u preduzecu;

100. Definisati i objasniti fundametalnu matricu F i matricu K u modelu za
odredivanje kona¢nog stanja potrazivanja u preduzecu;
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ODGOVORI
1. Definisati opsti oblik funkcije traznje i funkcije traznje u uzem smislu;

Traznja — kolicina robe koju su kupci spremni da kupe u odredenom vremenu.
Opsti oblik funkcije traznje moZe se izraziti u vidu ¢, = g(p;, p;, D, n, m)

Q; — traznja za i-tim proizvodom
p, —cena i-tog proizvoda
p; —cena ostalih proizvoda

D —dohodak potrosaca

N —ukus potrosaca

m —broj potrosaca

Funkciju traznje u uzem smislu mozemo predstaviti u obliku q= f(p) -
Marsalova funkcija traznje.

Ovakav oblik funkcije traznje izraZava funkcionalnu zavisnost kretanja traznje
za nekom robom samo od cene te robe. Ispitivanje kretanja ovakvog oblika
funkcije traznje podrazumeva zadovoljenje sledecih pretpostavki:

- nepromenjenost ostalih determinanti traznje

-postojanje savrSene konkurencije na trZistu

-puna informisanost potrosaca o ceni i kvalitetu robe

-homogenost posmatrane robe

2. Definisati 1 objasniti uslov normalnosti funkcije traznje;

Funkcija traznje mora ispunjavati uslov normalnosti. Prema uslovu
normalnosti traznje kretanje traznje i cene je divergentno, odnosno povecanje
cene posmatrane robe izaziva smanjenje traznje i obrnuto. Ovaj zahtev se
izrazava zahtevom za negativnom vrednoscéu prvog izvoda funkcije traznje, Sto

.y o L .0
znaci da funkcija traznje mora ispuniti uslov prema kome je 8_q <0

Osim uslova normalnosti, odabrani matematicki oblik funkcije traznje mora
zadovoljiti i ekonomske uslove p >0, g >0 tj. zavisna i nezavisna

promenljiva moraju biti nenegativne.

3. Formulisati normalne jednacine za odredivanje parametara linearne funkcije
traznje;

Da bi odredili eksplicitan oblik funkcije traznje koja najbolje aproksimira
zavisnost traznje od cene potrebno je na osnovu empirijskih podataka odrediti
parametre odabrane funkcije. Parametre (a,b,c,...) najces¢e odredujemo
koriséenjem metoda najmanjih kvadrata. Prema ovom metodu odabrana
funkcija mora zadovoljiti uslov da zbir kvadrata vertikalnih odstupanja
empirijskih vrednosti traznje od odgovarajucih vrednosti na krivoj mora biti

n
minimalan > (g; —g;)* = min,

i=1
gde je g, —i ta vrednost iz tabele od n parova, a ¢, — odgovarajuca vrednost
na krivoj funkcije.
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Za linearni oblik traznje
g=ap+b a<0,b>0
uslov najmanjih kvadrata mozemo predstaviti u obliku

F(a,b) = Zn:(qi —ap, —b)* = min.

Minimizacija vrednosti F(a,b) zavisi od parametara a i b, sto se izrazava
kroz uslov da funkcija F(a,b) ima prve parcijalne izvode jednake nuli:
F_o F_o

oa ob

na osnovu c¢ega dobijamo

oF 3

8_8. = zg(qi —ap; _b)(_pi) =0
oF 3 ’
% = 2; (qi —ap _b)(_l) =0

odakle dobijamo tzv. normalne jednacine za odredivanje parametara:

Zn: q = azn: p;, +nb

i=1 i=1

2 pdi=a) pi+bY p
i=1 i=1 i=1

odakle su resenje po aib:
nz piQi_Z pizqi Zqi_az P
= =L M- b = it i=1
ny. o' - p)’ "
i-1 i-1

a

4. Definisati koeficijent lucne elasticnosti i koeficijent elasticnosti u tacki;

Elasticnost traznje koja pokazuje odnos relativne promene traznje i relativne
promene cene, izrazava se preko koeficijenta elasticnosti traznje. Ovaj
koeficijent se moze odrediti na dva nacina:

1. Koeficijent lucne elasticnosti

2. Koeficijent elasticnosti u tacki

1. Koeficijent lucne elasticnosti izracunava se za unapred poznate intervale
kretanja cene i odgovarajucih iznosa traznje. Ukoliko raspolazemo sa tabelom
podataka o kretanju cene nekog proizvoda i odgovarajucih iznosa traznje,
tada elasticnost traznje u intervalu (i-1,i) utvrdujemo na sledeci nacin:
Relativni prirastaj traznje odredujemo iz kolicnika apsolutnog prirastaja
traznje i njene pocetne vrednosti:

Aq; .
Iy =ﬁ’ ngJe AQi =0 —0.,
i-1
a relativna promena cene je
AP, .
r =i’ gde je APy =P — Pig-

i-1
Koeficijent elasticnosti traznje za ovako utvrdeni interval kretanja cene i
traznje odredujemo u vidu negativne vrednosti kolicnika njihovih relativnih
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promena. tj.:
Aq,

|
o Oy _ Pia (% —Giy)
rp ﬂ qi—l(pi - pi—l)
pifl
U izrazu za koeficijent elasticnosti negativni predznak je uzet zbog
divergentnog kretanja cene i traznje. Na taj nacin obezbeduje se da je
koeficijent elasticnosti traznje uvek pozitivna vrednost. npokazuje za koliko ce

se procenata promeniti traznja za posmatranim proizvodom ukoliko se cena
promeni za 1%.

2. Koeficijent elasticnosti u tacki pokazuje odnos relativne promene traznje i
relativne promene cene za infinitezimalno malu promenu tih velicina. On se
odreduje u vidu granicne vrednosti kolicnika relativne promene traznje i
relativne promene cene kada Ap — 0 tj.

Aq
. q - PAq P . AQ
=— — = ——, odnosno n =—-— —.
7 IAIprD) Ap IAIPID) q Ap 7 q lAIprDJ Ap
p
. .. Aq dg p dq . . .
Kako je — =—=p=———, gde je znak minus uzet zbog inverzno
. ugﬂ Ap dp " dp 9ee) | |

kretanja cene i traznje.
5. Osnovne karakteristike elasti¢nosti

U zavisnosti od vrednosti koeficijenta elasticnosti traznje za nekim
proizvodom za odredenu cenu mozemo imati razlicite karakteristike
elasticnosti, odnosno:

a) n <l=traznja je neelasticna, tj. promeni cene za 1% odgovara promena
traznje za manje od 1%;

b) n =1= traznja je jedinicno elasticna, tj. promeni cene za 1% odgovara
promena traznje za 1%,

C) n>1= traznja je elasticna, tj. promena cene od 1% dovodi do promene
traznje za vise od 1%,

d) 7 =0= traznja je savrieno neelasticna.

6. Dokazati da je koeficijent elasti¢nosti stepene funkcije traznje konstantan

U slucaju stepenog oblika funkcije traznje vrednost koeficijenta elasticnosti
traznje ne zavisi od vrednosti cene, tj. konstantno je jer:

q=ap’
n =—£-q'=—ib-bapb’l =—h.
q ap

Dakle koeficijent elasticnosti traznje stepene funkcije traznje o = ap® je
konstantan i jednak negativnoj vrednosti parametra izloZioca b.
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7. Formulisati i objasniti koeficijente parcijalne elasticnosti traznje

Parcijalna elasticnost traznje se koristi kada je odnose traznje i trzisne
zavisnosti dva ili vise proizvoda moguce izraziti preko odgovarajuceg sistema
funkcija traznje. Parcijalnu elasticnost traznje pokazacemo za slucaj u kome
postoji medusobna zavisnost kretanja traznje i cene dva proizvoda. Ovaj
odnos predstavicemo sistemom funkcija traznje oblika:

0, = fl(pl! pz)

d, = f,(p., P,)
gde su q,, q, —traznje posmatranih proizvoda, a p,, p, —njihove cene.
Koeficijent parcijalne elasticnosti traznje je:

_Pi o
bog op
Ukoliko je i = jimamo takozvani koeficijent direktne parcijalne elasti¢nosti

koji se uzima sa negativnim predznakom.
Za i # | imamo tzv. koeficijent ukrstene parcijalne elasticnosti cija vrednost

moze biti pozitivna i negativna. Pozitivna vrednost pokazuje da su proizvodi
supstituti, a negativna da su proizvodi komplementarni.

8. Definisati funkciju ponude i objasniti uslov normalnosti funkcije ponude

Ponuda nekog proizvoda zavisi od cene tog proizvoda, cene drugih proizvoda,
cene sirovina i poluproizvoda, dohotka potrosaca. Kao i kod funkcije traznje i
kod funkcije ponude cena je odlucujucéa determinanta kolicine ponude, pa
stoga funkcija ponude ce biti: r = f(p).

.. or . . . .
Uslov normalnosti je > > 0, a osim uslova normalnosti postoje i ekonomski
Y

uslovi r>01 p>0.

Ponuda nekog proizvoda raste kada raste njegova cena, jer funkcija ponude
ima rastuci karakter.

Tako na primer linearna funkcija r = ap +b moze predstavijati funkciju
ponude samo ako je r>0,a>0,ap>-Db.

Cena za koju se ostvaruje jednakost traznje i ponude predstavilja ravnoteznu
cenu posmatranog proizvoda.

9. Analiticki i graficki predstaviti parcijalni pristup analizi trziSne ravnoteze

Zbog suprotnog kretanja traznje i ponude, njihove funkcije se moraju sec¢i u
odredenoj tacki, tj. traznja i ponuda se moraju izjednaciti za odredenu cenu.
Cena za koju se ostvaruje jednakost ponude i traznje predstavlja ravnoteznu
cenu.
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Q Ravnotezna cena P, je cena za koju

‘ ' je q(P)=r(P)=Q,. Ovo je stabilna
cena za koju se ostvaruje stabilnost
trzista. Ukoliko je cena na trzistu
manja od ravnoteze P, < P., onda je
g > r za veli¢inu AB. U tom slucaju
kupci su spremni da prihvate vecu
cenu da bi dosli do proizvoda.

F Suprotno, ako je P, > P., onda je

g < r, pa tada proizvodaci ne¢e moci
da prodaju svoj proizvod po toj ceni,
pa obaraju cenu i to dovodi do cene
zakojuje g=r.

10. Analiticki definisati funkciju ukupnog prihoda

Ukupan prihod se utvrduje iz proizvoda prodate kolicine robe i cene tog
proizvoda: R = pg odnosno R=p- f(p).

R — ukupan prihod

p—cena

f (p) —funkcija traznje.
Kako za svaku funkciju traznje mozZemo odrediti odgovarajucu inverznu
funkciju oblika p =g(q), ukupan prihod mozemo izraziti u obliku funkcije
oblika trazmje, j. R=q-9(q).

11. Definisati marginalni (grani¢ni) prihod 1 uspostaviti zavisnost ukupnog 1
grani¢nog prihoda

Granicni (marginalni) prihodi, koji pokazuju iznos prirastaja ukupnog
prihoda do koga dolazi pri poveéanju cene posmatranog proizvoda za jednu
jedinicu, ispituju se i iskazuju perko funkcije granicnog prihoda . Funkciju
granicnog prihoda (R’) izrazavamo u obliku izvoda funkcije ukupnog prihoda:

R=p-f(p)=R=D
dp

R:q-f(q):>R'=d—R
dq

Utvrdivanjem znaka prvog izvoda mozemo da utvrdimo promenu ukupnog
prihoda koja je izazvana promenom cene. Tako imamo da:

R .
1) 3— > 0 = ukupan prihod raste sa porastom cene

P

2) 3—R =0 = ispituje se ekstremna vrednost (max) ukupnog prihoda
P

3) Z—R < 0= ukupan prihod opada sa porastom cene.
P
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12. Dokazati i objasniti Amoroso-Robinsonovu relaciju

Na osnovu relacije R = p- f(p) imamo da je (;—R =f(p)+p-f'(p), odnosno
p

R _ f(p){1+ P -f'(p)}. Kako je

dp f(p)
L.f' =— d—sz 1-n|.
) [P === (-]

Dobijena relacija koja sluzi za uspostavljanje veze izmedu granicnog prihoda
(R’) i elasticnosti traznje (1), predstavlja tzv. Amoroso-Robinsonovu relaciju,

na osnovu koje mozemo zakljuciti sledece:

a) n<l= 3—R >0, Sto znaci da sa porastom cene raste i ukupan prihod
p

drR . .. o e .
b) n=1= o =0, Sto znaci da se u uslovima jedinicne elasticnosti ostvaruje

maksimalan ukupan prihod

R
c)n>1= 3— <0, Sto znaci da sa porastom cene ukupan prihod opada.
p

13. Analiticki i graficki definisati funkciju ukupnih troskova

Ukupni troskovi prevashodno zavise od obima proizvodnje (q). Ukupne
troskove mozemo izraziti u obliku C=f(q). Funkcija troskova je monotono
rastuca, neprekidna i diferencijabilna.

Ukupni troskovi se dele na varijabilne i fiksne, pri cemu varijabilni troskovi
predstavljaju funkciju obima proizvodnje, dok su fiksni troskovi konstantni.
Funkcija ukupnih troskova je: C = ¢(q) + f , gde su ¢(q) —varijabilni

troskovi, a T —fiksni troskovi.

c - Fiksni troskovi su prikazani
horizontalnom pravom f

- Kriva ukupnih troSkova polazi iz
Piy) tacke preseka prave f sa ordinatom,
na osnovu ¢ega je ocigledno da je
f C(0) = f, tj. da fiksni troSkovi
postoje i kad je q=0.

14. Definisati funkciju prose¢nih troskova i odrediti interval opadajucih prosecnih
troSkova

Kako prosecne troskove odredujemo deljenjem ukupnih troskova sa obimom
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proizvodnje, tako na osnovu funkcije ukupnih troskova mozemo odrediti
funkciju prosecnih troskova. Funkcija prosecnih troskova je:

c_C_F@

q q

Zbog podele ukupnih troskova na varijabilne i fiksne, prosecni troskovi do
odredenog nivoa opadaju, a zatim rastu. Zbog toga je za proizvodaca veoma
interesantno utvrdizi te intervale u kretanju prosecnih troskova, odnosno
utvrditi nivo proizvodnje za koji se ostvaruju minimalni prosecni troskovi.

C

0 ' q
Obim proizvodnje za koji se ostvaruju minimalni prosecni troskovi
odredujemo iz uslova za ostvarivanje minimuma funkcije, tj. na 0Snovu

c_F@

1 'imamo da je C'= F(@): qz_ F(a) _ 0, dakle prosecni troskovi su
q q
minimalni za q = ﬂ
F'(a)
Interval opadajucih prosecnih troskova odreden je granicama kretanja obima
F(a)

proizvodnje 0<q < ——.
F'(a) -
Za ovaj iznos je zadovoljen i dovoljan uslov za minimizaciju funkcije C, jer je
it

C>0.

drugi izvod pozitivan —

Definisati funkciju grani¢nih (marginalnih) troSkova i graficki i analiticki
predstaviti odnos prose¢nih 1 grani¢nih troSkova

Funkcija granicnih troskova odreduje se kao prvi izvod funkcije ukupnih
troskova, pod uslovom da je funkcija ukupnih troskova diferencijabilna u
posmatranom intervalu kretanja obima proizvodnje. Tako za C = F(q)
funkcija granicnih troskova je C'= F'(q). Ova funkcija pokazuje iznos
promene ukupnih troskova do koje dolazi usled jedinicne promene obima
proizvodnje sa datog nivoa.

Obim proizvodnje za koji se ostvaruju minimalni prosecni troskovi mozemo

. . F
odrediti na osnovu relacije q = F'((q)) , odnosno minimizacija prosecnih
q
troskova se ostvaruje na nivou proizvodnje koji je jednak kolicniku ukupnih i

F(a)

granicnih troskova. Za takav obim proizvodnje vazi F'(Q) = , Sto znaci

da se za obim proizvodnje za koji su C minimalni ostvaruje jednakost
granicnih i prosecnih troskova. Ovaj obim predstavlja granicu izmedu
relativno niskih i relativno visokih granicnih troskova. Na osnovu tog odnosa
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mozemo izvesti sledeci vazan zakjucak:

a) ako je C'< C, granicni troskovi su relativno niski, tj. povecanje q dovodi
do smanjenja C

b) ako je C'= C, prosecni troskovi su minimalni

c) ako je C'> C, granicni troskovi su relativno visoki, tj. povec¢anje q dovodi
do povecanja C.

gc c

o]

16. Definisati i objasniti elasti¢nost ukupnih i prosecnih troskova

Elasticnost ukupnih troskova je odnos relativne promene ukupnih troskova i
. . i . . . AC A
relativne promene obima proizvodnje sa datog nivoa u obliku < _q’
q

odnosno ﬂ& =gd_C

C Ag C dq

Granicna vrednost ovog izraza kada AQ — 0 predstavlja koeficijent
elasticnosti ukupnih troskova:

_im 3.AC_9 ¢
a-0C Aq C
Ovaj koeficijent pokazuje za koliko procenata ¢e se povecati C ukoliko se g

poveca za 1%.

Nc

Elasticnost prosecnih troSkova je n; = g. C, cijim se odredivanjem utvrduje

relativna promena C,do koje dolazi usled promene g za 1%. Vrednost 7.
moze bitipozitivna, negativna i jednaka nuli.Negativna je kad imamo
divergentan odnos C i g, a pozitivna kad sa povec¢anjem g C rastu.
Izmedu 1. 1 5 postoji zavisnost. Iz elasticnosti C imamo N5 =%~5 Y

!

_9(C)_9 C¢a-C_Ca-C_q o _, _
odnosno 776—9 (q] =C ¢ Cc c C-1=n. -1

q

Dakle, 7z =n¢ —1, pa izracunavanjem bilo kojeg koeficijenta elasticnosti

mozemo utvrditi i njemu odgovarajuci koeficijent.

17. Analiticki 1 graficki definisati 1 objasniti interval rentabiliteta 1 optimalan nivo
proizvodnje

Rentabilna je ona proizvodnja za koju je 7 >0, odnosno R>C, pri cemu su

11
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granice intervala proizvodnje odredene jednakoséu R=C. Granice intervala
rentabiliteta odredene su nulama funkcije profita, tj. tackama u kojima se seku
krive R i C. Optimalni nivo proizvodnje se odreduje iz uslova 7'=0, odakle je
R'=C', tj. optimalan nivo proizvodnje je onaj za koji su tangente krivih R i C
paralelne. Interval rentabiliteta se ostvaruje za q, <q < q,, pri Cemu je
optimalan nivo proizvodnje q,. U intervalu g, < g <q, imamo da je R'>C",
auintervalu g, <g<q,,daje R'<C'. Uintervalu 0<q<gq, i 4g>0,,
proizvodnja je nerentabilna, tj. ostvaruje se gubitak.

40. Definisati opsti oblik modela matemati¢kog programiranja — $ta predstavlja
skup dopustivih reSenja, a Sta optimalno resenje zadatka

Opsti oblik modela matematickog programiranja mozemo predstaviti u obliku
zahteva za odredivanjem vrednosti promenljivih X, X,,...,X, koje
zadovoljavaju m nejednacina i jednacina oblika:

9; (Xgs X5 peers Xn){s, =, Z}bi —> Sistem ogranicenja

I za koje se ostvaruje max ili min vrednost funkcije:

z = f(x,X,,...,X,) = funkcija cilja.

Ukoliko sistem ogranicenja i funkciju cilja predstavimo u razvijenom obliku,
model matematickog programiranja je:

(max) z = f(X;, X, X))

gl(X) = gl(Xl’ Xgreeny Xn) < bl

gz(x) = gZ(X1'X2""! Xn) < bz

gm(x) = gm(xl’ X2""' Xn) < bm

uz pretpostavku za odredivanje max. vrednosti funkcije cilja z, u uslovima
kada su sva ogranicenja predstavljena nejednacinama sa znakom <.

Sve vrednosti promenljivin x = (X, X,,..., X,,) za koje su zadovoljene sve
nejednacine sistema ogranicenja obrazuju tzv. skup dopustivih ili mogucih
resenja. Cilj resavanja zadatka matematickog programiranja jeste
odredivanje one kombinacije vrednosti promenljivih iz skupa mogucih resenja
za koje funkcija cilja ostvaruje ekstremnu vrednost. Takvo resenje koje

obelezavamo sa X = (X, ,X,,...,X), predstavlja optimalno resenje zadatka
matematickog programiranja.

12
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41. Definisati i objasniti osnovne pretpostavke modela linearnog programiranja

Pretpostavke koje moraju biti zadovoljene da bi odredeni model predstavljao
model linearnog programiranja su:

1) Linearnost — podrazumeva postojanje linearnih zavisnosti izmedu
promenljivih u zadatku linearnog programiranja. Ova pretpostavka je
zadovoljena tako Sto su funkcija cilja i sistemi ogranicenja izrazeni linearnim
funkcijama u modelu linearnog programiranja. Kao posledica linearnosti u
modelu linearnog programiranja zadovoljene su dve pretpostavke:

a) proporcionalnost- podrazumeva postojanje proporcionalnog odnosa inputa
i outputa u modelu linearnog programiranja

b) aditivnost- podrazumeva da se ukupna vrednost funkcije cilja i pojedinih
ogranicenja moze dobiti kao zbir vrednosti pojedinih aktivnosti koje
predstavljaju sastavne elemente linearnog programiranja.

2) izvesnost — svi parametri modela su unapred jednoznacno odredeni, sto
znaci da su koeficijenti funkcije cilja i sistema ogranicenja deterministicki
odredeni i ne menjaju se u toku resavanja

3) deljivost — podrazumeva da promenljive u modelu ne moraju biti celi
brojevi ve¢ mogu biti izrazene i u obliku decimalnih brojeva

4) nenegativnost — uslov nenegativnosti promenljivih predstavlja jednu od
osnovnih pretpostavki modela. Ova pretpostavka ima svoj metodoloski i
ekonomski znacaj. Metodoloski — kako je opsti algoritam resavanja modela
(simpleks metod), to je za njegovu primenu neophodno zadovoljenje uslova
nenegativnosti. Ekonomski — kako promenljive u modelu predstavljaju
ekonomske velicine one ne mogu biti negativne.

42. Definisati standardni problem maksimuma zadatka linearnog programiranja —
glavni elementi i karakteristike standardnog problema

Standardni problem max je takav oblik modela linearnog programiranja u
kome se postavlja zahtev za odredivanjem max vrednosti unapred poznate
funkcije cilja, pod uslovima koji su predstavljeni sistemom nejednacina sa
znakom <. Zadatak standardnog problema max predstavljamo na sledeci
nacin:

(Mmax) z = ¢, X, +CyX, +...+C X,

A% +a,X, +..+a X, <b

Ay X, +8,,X, +..+3,,X, <,

Ay Xy + 8 X, +o+ 3, X, <by
Xp5 Xg5ees X, 20

Osnovni elementi modela:

a) funkcija cilja — izrazava osnovni cilj koji se unapred definise i radi koga se
formulise i resava odgovarajucéi model linearnog programiranja. Kao cilj se
moze postaviti maksimizacija ukupnog profita, maksimizacija deviznih efekata
i maksimalni stepen zaposlenosti i sl.

b) sistem ogranicenja — izrazava uslove i nacin koriséenja ogranicenih
resursa, Ciji je iznos izrazen slobodnim clanovima sistema ogranicenja, tj.

13
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parametrima b,,b,,...,b,, .

¢) uslov nenegativnosti — mora biti zadovoljen jer nijedna delatnost ne moze
biti negativna

U cilju odredivanja resenja problema sistem nejednacina moramo
transformisati u sistem jednacina. To ¢emo uraditi tako $to ¢emo levoj strani
svake nejednacine dodati tzv. dodatnu promenljivu, koja je jednaka razlici

desne i leve strane nejednacine. Nakon toga sistem ogranicenja mozemo
predstaviti u obliku:

A% FA,X, +o A, X+ Xy =D,

Qy0 % + 8%, +.ot Ay, X, + Xpia =D,

QA Xy T Ao Xy o3 X, +X,, =D,
Xps Xgyeeey X 2 0

Uvedene dodatne promenljive osim metodoloske uloge u pretvaranju sistema
nejednacina u sistem jednacina, imaju veoma znacajan ekonomski znacaj
prilikom reSavanja zadatka linearnog programiranja jer pozitivne vrednosti
dodatnih promenljivih pokazuju iznos neiskoriséenih resursa.

Osim u sistemu ogranicenja dodatne promenljive se uvode u funkciju cilja
nakon cega ¢e kompletan oblik problema biti:

(Max) Z = C X, +CyX, .o+ C X, +C oy X+t C i X
Ay Xy +A,X, + o+, X+ X, =D,
Ay X + 85Xy ++ 3,5, X + X, =h,
Ay Xy + X, +ot A X +X,,, =D,
Xps Xgpees Xy 2 0

Znaci , imamo p realnih (osnovnih) i m dodatnih promenljivih. Dodatne
promenljive u funkciju cilja su uvedene sa nultim vrednostima koeficijenata, tj.

Cpu =Cpip = =Cp.y =0, Sto znaci da se u funkciju cilja uvode iskljucivo iz
metodoloskih razloga. Ako prihvatimo da je ¢, =0, problem mozemo

izraziti u kracem obliku na sledeci nacin:

n
(Max)z = c;X;
-1

> a;X; =b, (i=12,...,m)
j=1
X; 20 (j=12,..,n)

odnosno u matricnom obliku.

(max) z = cx x - vektor kolona promenljivih

Ax=Db c — vektor vrsta koeficijenata funkcije cilja n-tog reda

x>0 A — matrica koeficijenata sistema ograni¢enja reda (m,n)
b — vektor kolona slobodnih ¢lanova ograni¢enja m-tog
reda
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43. Opste osobine reSenja linearnog programiranja — dokazati i objasniti

Sve vrednosti promenljivih za koje su zadovoljene nejednacine (jednacine)
sistema ogranicenja predstavijaju tzv. moguca resenja, odnosno obrazuju skup
mogucih resenja. Kako su ogranicavajuci uslovi standardnog problema max
dati u obliku nejednacina sa znakom <, odnosno u kanonicnom obliku u vidu
jednacina, skup mogucih resenja je ogranicen i zatvoren skup. Skup mogucih
resenja moze biti prazan skup u slucaju kada su postavljeni uslovi
kontradiktorni, odnosno kada ne postoji ni jedna tacka X = (X;,X,,...,X,) Za
koju su zadovoljeni svi uslovi zadatka.

Teorema 1: Skup mogucih resenja zadatka linearnog programiranja je
konveksan skup.

Dokaz: Da bi dokazali tvrdenje nase teoreme, potrebno je da pokazemo da
konveksna kombinacija svaka dva moguca resenja predstavlja moguce

reSenje. Zbog toga uzmimo da Xx'= (Xi, X'2 s Xn) i

X"'= (X, Xy,..., X, ) predstavljaju moguéa resenja problema na osnovu cega je

AX =b i AX =b

X=X +(1-A)x, 0<A<1

Ax=AX +(1-A)X ]=AAX +(1-A)AX = AAX + AX —JAX =
=Ab+b—-Ab=Db

na osnovu c¢ega vidimo da sve konveksne kombinacije mogucih resenja takode

predstavljajku moguca resenja. Prema tome, skup mogucih resenja je
konveksan, Sto je trebalo i dokazati.
Bazicno moguée resenje X = (X;, X, ,..., X,) predstavlja optimalno resenje
zadatka standardnog problema max ukoliko imamo da je z(x") > z(x) za
bilo kojke moguce resenje X .
Teorema 2: Optimalno resenje zadatka linearnog programiranja nalazi se u
ekstremnoj tacki konveksnog skupa mogucih resenja.
Dokaz: Kako je skup mogucih resenja konveksan i ogranicen skup = postoji
konacan broj (k) ekstremnih tacaka, koje cemo oznaciti sa X, X,,..., X, . Neka
je X tacka za koju funkcija cilja ostvaruje max, odnosno za koju imamo da je
2(X") > z(x) za svako moguce resenje x. Ako je X ekstremna tacka
konveksnog skupa mogucih resenja teorema je dokazana.
Pretpostavimo da X" nije ekstremna tacka skupa mogucih resenja. Tada tacku
X" mozemo izraziti kao konveksnu kombinaciju skupa ekstremnih tacaka,

[
G.X =X + X 4ot A% 4200 D 4 =1, i=(l,..k)

i=1
Z(X") = (A% + A Xy + oot 4 X ) = A Z(X) + A,2(X,) + o+ 4, 2(X, )
Ako u poslednjoj jednacini izaberemo tacku za koju funkcija z ostvaruje max
vrednost, npr. X, , tada mozemo pisati

A2(X ) + A,2(X ) + oo + A, 2(X ) = A4,2(X,) + A, 2(X,) + oo + A, 2(X, ) = 2(X)

15
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Kakoje 4,201 Y 4 =1=
Lz(% )+ Az(X )+ ..+ 4. z2(x )= (4 + A4, +...+ 4 ) - 2(X) = 2(X,), 1.
2(x,) > z(X"), §to je trebalo i dokazati.

44. Simpleks metod — izvesti simpleks kriterijum za ulazak vektora A; u bazu

Simpleks metod predstavija opsti algoritam koji se koristi za resavanje svih
oblika zadatka linearnog programiranja. On predstavlja algoritam u kome se
u nizu iteracija dolazi do optimalnog resenja. Simpleks metod obezbeduje
najkraci put do optimalnog resenja.

Da bi objasnili sustinu simpleks metoda i nacin izracunavanja optimalnog
resenja, izrazicemo model u matricnom obliku:

Xl
Funkcija cilja: z=(c,,c,,....C., )"
Xp+m
A A A
a,; a, a, 1 0 - 0 X, b,
Sistem ogranicenja: |8, 8, - 8, 0 1 - 0 X, b
8p  App mp 00 -1 Xpim b
X1y Xy X 20

gde pojedine kolone matrica koeficijenata sistema ogranicenja predstavijaju
tzv. vektore aktivnosti, koje mozemo predstaviti u slede¢em obliku:

a a ap 0
a a a 0
Al = :21 y AZ = :22 y Ap = ?p y Tty Aerm = . ’Odnosno
aml amZ amp 1
al] bl Xl
a . b X
A= | kaoib=| "’ X =| 2
amj bm Xp+m

i ukoliko koeficijente funkcije cilja izrazimo u obliku vektora

¢ =(C,,C;,--Cp,p)s problem se moZe izraziti u kanonickom obliku:

(max)z=c- X
AX =b
x>0

16
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p+m
(max) z = Z;cjxj
odnosno =

p+m

YAX; =b x;20 (j=12..,p+m)
=i

Postupak odredivanja optimalnog resenja problema zapocinjemo
odredivanjem tzv. pocetnog bazicnog resenja. Ono se odreduje tako Sto se
pretpostavlja da su sve realne promenljive jednake nuli, a dodatne
promenljive jednake slobodnim ¢lanovima sistema ogranicenja, t.].

x; =0 za j=1...,p

X, =b za i=1..,m a funkcija cilja z =0.

Znaci: vektorsku bazu na osnovu koje se utvrduje pocetno bazicno resenje
obrazuju vektori koeficijenata uz dodatne promenljive, dok su vektori
koeficijenata uz realne promenljive nebazicni. Vektori koeficijenata uz
dodatne promenljive obrazuju jedinicnu matricu, ¢ija inverzna matrica je
takode jedinicna, Sto predstavlja osnovni razlog za otpocinjanje simpleks
procedure za reSavanje zadataka.

Vektore koji obrazuju vektorsku bazu mozZemo pisati u obliku:
p+m

D AX =b (i=p+1..,p+m) x, >0

i=p+1
a za nebazicne vektore:

p
Y AX; =0 x;20 (j=1..p)
=1

p+m
dok je funkcija cilja za pocetno bazicno resenje jednaka nuli: 7 = ZCi X; .
i=p+1

Svaki od nebazicnih vektora mozemo izraziti u obliku linerne kombinacije
p+m

vektora baze: A, = inin, gde je x; —koeficijent lin kombinacije.
i=p+1

Za svaki nebazicni vektor A; moZemo odrediti vrednost funkcije z; u obliku

p+m

Z,= Y % .

i=p+1
Kriterijum za ulazak vektora u bazu:

p+m p+m

Z= ) CX Z;= Y %G
i=p+1 i=p+1
p+m p+m
Z-p-7;= D CX —p D %G
i=p+1 i=p+1
p+m
z-p(z;-c;) = Z(Xi — P X%;)Ci + - C;
i=p+1
p+m
Ako desnu stranu obelezimo sa z', tj: z'= > (X, — p-X;)C; + p-¢;, dobijamo:
i=p+1

'=z+p(C;—2;)=2+p-AZ'

AZ'-povecanje vrednosti funkcije cilja do koje je doslo uklju¢ivanjem u bazu

17
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vektora A;. Ukoliko je vrednost  Az'= (C i —Z; ) veca, povecanje vrednosti

funkcije cilja ¢e biti vece uz pretpostavke da je Az'> 0. Na osnovu toga
kriterijum za uklju¢ivanje jednog od prethodno nebazi¢nih vektora u bazu
sastoji se u tome da treba odabrati onaj vektor kod koga je zadovoljen uslov:

¢ —z; =max(c; —z;) >0 ito je I simpleks kriterijum za izmenu vektorske
J

baze. Ukoliko je za svako j, ¢; —z; <0 takvo reSenje je optimalno.

45. Simpleks metod — izvesti simpleks kriterijum za izlazak vektora A; iz baze

p+m p+m
D AX =b= Y Ax,—p-A+p-A =b
i=p+1 i=p+1
) p+m p+m p+m
Kakoje: A, = D X;A = D AX—p- D XA +p-A =b
i=p+1 i=p+1 i=p+1

p+m
Dakle: > (X, —p-X;)-A +p-A =b b>0 i p mora biti >0.

i=p+1

. X;
(% —p-X;) =0, odakle imamo p <—-, za x; >0.
ij
Iz baze treba iskljuciti onaj k-ti vektor A, za koga bude zadovoljen uslov:

X X : : . .
p= X—" =min X—' za x; >0 iovo predstavlja Il Dantzigov simpleks
ki ij

kriterijum.

46. MeSoviti problem maksimuma modela linearnog programiranja — analiticki i
graficki formulisati 1 objasniti

Ukoliko su u sistemu ogranicenja problema max., osim nejednacina sa znakom
<, neki od uslova zadatka predstavljeni jednacinama ili nejednacinama sa
znakom >, takav oblik problema nazivamo mesoviti problem maksimuma.
Da bismo objasnili sustinsku i metodolosku razliku ovakvog oblika zadatka u
odnosu na standardni problem maksimuma, posmatrajmo sledeci oblik
problema:
(Mmax) z =C %, +C,X, +...+C, X,

A X +a,X, +..+ 3, X, <b

Ay X, + 85X, +...+3,,X, <b,
Ay Xy + 3%, Fot A X, =D,

A Xy + 8y, Xy + 8, X, 2 by
Xpy Xg e X, >0

Prilikom transformisanja ogranicavajucih uslova mesovitih problema
maksimuma, osim dodatnih, u sistem se uvode i tzv. vestacke promenljive.
Vestacke promenljive uvode se u jednacine, dok se u nejednacine sa znakom >

18
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47.

uvode i dodatne i vestacke promenljive. Osim u sistem ogranicenja, vestacke
promenljive se uvode i u funkciju cilja i to sa koeficijentima koji su jednaki
negativnoj vrednosti broja M, pri cemu je M veliki konacan broj. Nakon
Uvodenja dodatnih i vestackih promenljivih problem mozemo predstaviti:

(MX) 2 =C, X, +.o+C X, +0-X g +0-X 5+ 40X =M Xy == MX oy

Ay Xy +A,X, +a X+ X =h,

Ay X + 85Xy +.+ 3,5, X, +Xp,0 =h,

Ay Xy + X, ot A X, + X m =D,

Ay Xy T Ao X, +o 30X ~Xpem T Xpemm =D,
X1y Xg ooy Xpymm 20

Vestacke promenljive za razliku od dodatnih nemaju nikakvo sustinsko
znacenje, ve¢ predstavljaju iskljucivo metodoloski postupak neophodan za
odredivanje pocetnog bazicnog resenja, mesovitog problema max i na taj
nacin otpocinjanja simpleks postupka reSavanja zadataka. Osim toga vestacke
promenljive se ne mogu naci u optimalnom resenju. Eliminisanje vestackih
promenljivih iz baze obezbedeno je njihovim uvodenjem u svojstvu cilja sa
koeficijentom —M. Ako se ipak pojavi u optimalnom resenju, to znaci da

problem nema resenje.
¥.

: “\
- ‘ \;\} X,

Problem minimuma modela linearnog programiranja — analiticki i graficki
formulisati i objasniti

Problem minimuma predstavlja takav oblik modela linearnog programiranja u
kome se postavlja zahtev za odredivanje minimalne vrednosti unapred poznate
funkcije cilja, uz respektovanje zadatih ogranicenja, predstavljenih u obliku
sistema jednacina i nejednacina.

Standardni problem minimuma je takav model linearnog programiranja u
kome je sistem ogranicenja predstavljen iskljucivo nejednacinama oblika > .
Mesoviti problem minimuma pored nejednacina oblika >, ukljucuje i
Jjednacine, kao i nejednacine sa znakom <. Prilikom transformisanja sistema
ogranicavajucih uslova u sistem jednacina, radi primene simpleks metoda u
nejednacine sa znakom < uvodimo samo dodatne promenljive, u jednacine
uvodimo samo vestacke promenljive, a u nejednacine sa znakom > uvodimo i
dodatne i vestacke promenljive.

Problem minimuma mozemo predstaviti u slede¢em obliku:
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20

(Min)z = ¢,X; +C,X, +...+C X,
A X +a,X, +..+ 3, X, b

Ay X, + 85X, +.+3,,X, 2 b,
Ay Xy + 8, Xy + o+ X, 2 by
Xpy Xg e X, >0

Uvodenjem dodatnih promenljivih, sistem nejednacina transformisemo u
sistem jednacina:

(MiN)z = ¢, X; +C,X, +...+C Xy +0-X 1y +0-X 5 +...+0-X,

A X +apX, Fat A, X, — X, =D,
Ay X +AxnX, +ot A, X, —Xpi2 =b,
Qg Xy + A, X+t A X —Xpim =b,

Xy Xg ey X o 2 0

Na osnovu ovog modela nismo u mogucnosti da direktno odredimo pocetno
bazicno resenje problema minimuma. Ako bismo posli od toga da su realne
promenljive jednake nuli, vrednosti bazicnih promenljivih bi bile negativne,
zbog cega ne bi mogli odrediti optimalno resenje koriséenjem simpleks
postupka. Zbog toga se i uvode vestacke promenljive, Ciji vektori obrazuju
Jjedinicnu matricu.OSim U Sistem ogranicenja vestacke promenljive uvodimo i
u svojstvu cilja pri cemu su njihovi koeficijenti pozitivni +M.

Nakon uvodenja vestackih promenljivih problem je:

(Min)z =¢;X; +C,X, +..+C X, + 0%, +0-X 5+ 40X 0 + MO X))

Xy X, ot 8, X) = X + Xy =b

Ay, Xy + X, +ot 8y, X, —Xpi2 T Xpi2m =h,

Ay Xy Xy ot A X, —Xpem T Xpimm =b,
Xy Xg ooy Xpymm 20

Pocetno bazicno resSenje odreduje se na osnovu pretpostavke da su realne
dodatne promenljive jednake nuli, dok su vestacke promneljive jednake
slobodnim clanovima sistema ogranicenja. Postupak odredivanja optimalnog
resenja je slican kao kod problema max. uz suprotan | simpleks kriterijum

MIN(c; —z;) <0.ReSenje je optimalno kada su sve razlike ¢; —z; > 0.
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= 7 %,

48. Formulisati dualni model zadatka linearnog programiranja i definisati osnovne
karakteristike

Dualni problem odredenog zadatka linearnog programiranja formira se:

1. ukoliko primarni problem predstavlja problem maksimuma, funkcija cilja
duala ce biti funkcija minimuma i obrnuto.

2. menja se smer znakova nejednakosti u sistemu nejednacina i to tako da
ukoliko su nejednacine primara sa znakom <, nejednacine duala ¢e biti sa
znakom > i obrnuto.

3. Vrsi se transponovanje matrice koeficijenata ogranicenja primara, na
osnovu cega ukoliko u primaru m nejednacina sa p promenljivih u dualu ée
biti p nejednacina sa m promenljivih.

4. Koeficijenti uz promenljive u funkciji cilja duala jednaki su sa slobodnim
¢lanovima sistema ogranicenja primara.

5. Slobodni clanovi sistema nejednacina duala jednaki su koeficijentima koji
se uz promenljive nalaze u funkciji cilja primara.

6. Sve promenljive duala moraju biti nenegativne (>0).

Posmatrajmo osnovni oblik standardnog problema maksimuma:

(max)t = c,X; +C,X, +...+C X,
Ay X +a,X, +..+ 3, X, <b

Ay X, + 85X, +..+3,,X, <,
Ay Xy + 8, X, +.+ 3 X, <by
Xps Xg ey X, 20

Dualni problem koji odgovara standardnom problemu max:

(min)v =byy, +b,y, +...+0,y,,
a, Yy, +ayy, +...+a,Yn > C,
alzyl + a22y2 +...t amzym 2 CZ

alpy1+a2py2+...+a ZCp

mp ym

Yir Yare Yo 20
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p m
(max)z = Y ¢;X; (min)v=>"b,y,
j=1 i=1
p m
D a;X; <b, D ayy; =, (j=1..,p)
= i-1
X; 20 y; 20 (i=1..m)

Osnovne karakteristike: Svakom problemu linearnog programiranja odgovara
dualni problem. Izmedu primara i duala postoji inverzni odnos u pogledu
zahteva za odredivanjem ekstremne vrednosti funkcije cilja. Osim toga
nejednacine ogranicenja duala izvode se na osnovu nejednacina ogranicenja.
Primarne i dualne promenljive omogucavaju dobijanje znacajnih informacija
o karakteru optimalnog resenja.

S obzirom da odredivanje optimalnog resenja bilo kog zadatka linearnog
programiranja, istovremeno znaci odredivanje optimalnog resenja njegovog
duala, moguce je njihovo alternativno koriscenje za postupak resavanja
zadatka. Ovakva mogucnost dolazi do izrazaja u situaciji kada je neki problem
linearnog programiranja jednostavnije resavati koris¢enjem njemu
odgovarajuceg duala.

49. Definisati vezu promenljivih primarnog i dualnog modela zadatka linearnog
programiranja — nac¢in odredivanja optimalnog reSenja dualnog problema

Izmedu promenljivih primarnog i dualnog problema postoji povezanost i
medusobna uslovijenost resenja. Da bi to pokazali uvedimo primarni problem

— problem maksimuma dodatne promenljive x Xy.m | NjEMU

p+177 " B p+m

odgovarajuci dualni problem Y .1, Y2, Y. p © izrazimo ih u kanonicnom

obliku:
P m
(max)z:chxj (min)v:Zbiyi
j=1 i=1
P m
Zaijxj+xp+i =bi Zaijyi_ym+j =C;
j=t i=1
X; 20, x,,; 20 Y20, y,,;20

Broj promenljivih u primarnom i dualnom problemu sada je jednak i iznosi
p+m. Veza izmedu promenljivih primara i duala moze se izraziti na sledeci
nacin: Svakoj dodatnoj promenljivoj primara odgovara realna promenljiva
duala u obliku:

X - VY

p+1

X —>Y,

p+2

X =Y

p+m

22
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dok svakoj realnoj promenljivi primara odgovara jedna dodatna duala:

Xl - ym+l
Xy = Yz

Xy = Yoip

Na osnovu iskazane relacije mozemo konstatovati da resavajuci jedan iz
navedenog para zadatka, odredivanjem optimalnog resenja jednog od njih,
dobijamo i optimalno resenje njemu odgovarajuceg duala. Optimalno resenje
duala na osnovu ve¢ izracunatog optimalnog resenja primara, mozemo
odrediti na dva nacina:

1. Optimalne vrednosti realnih promenljivih duala y; (i =1...,m)

odredujemo kao negativnu vrednost razlike I simpleks kriterijuma za dodatne
promenljive poslednjeg resenja primarnog problema, j.

Yi :_(Cp+i _Zp+i) i=(..,m)
2. Na osnovu optimalnog reSenja primara, optimalne vrednosti realnih
promenljivih duala v, (i=1,...,m), odredujemo iz relacije: y = CBa;;t,

gde je y =(Y,,-Y,,), vektor vrsta koeficijenata koji se u funkciji cilja

primara nalaze uz promenljive iz optimalne baze «,.

50. Odnos izmedu vrednosti funkcije cilja primarnog i dualnog modela zadatka
linearnog programiranja — dokazati i objasniti

Teorema 3: Za bilo koje moguce resenje X = (X, X,,...,X,) primarnog
problema i bilo koje moguce resenje dualnog problema Yy = (Y, Y,y Y1) s
vrednost funkcije cilja primarnog problema manja je ili jednaka vrednosti

p m
funkcije cilja dualnog problema, tj. z(x) <v(y) ili > c¢;x; <> byy;.
=1 i-1

p
Dokaz: Posmatrajmo sistem ogranicenja primara Zaij X; <b; iduala
i1

m
Z a;;Y; = C; i pomnoZimo sada desnu i levu stranu i-te nejednacine sistema
i=1
ogranicenja primara sa Yy, i sumirajmo po indeksu i=1,...,m, na osnovu ¢ega
m m
dobijamo: > (X, +...+a,X,)-y; < D by;.
i=1

i=1
Izraz na levoj strani prethodne nejednacine mozemo predstaviti u obliku
dvostruke sume po i=1,...,m i po j=1,...,p i dobi¢emo:

m p m

Zzaij YiX; Szbi Yi

i=1 j=1 i=1
Ako j-tu nejednacinu sistema ogranicenja duala pomnoZimo sa X; i sumiramo
poj=1,...,p dobijamo:
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51.

p

m p
D28 YiX 2D X
i1

=1 -1
Kako su leve strane poslednje dve nejednacine jednake konstatujemo da je:

p m
ZCJ X; < Zbi Y, , Sto je i trebalo dokazati.
i=1

=L

Odnos izmedu optimalnih vrednosti funkcije cilja primarnog i dualnog modela
zadatka linearnog programiranja — dokazati i objasniti

Teorema 4: UKoliko su X~ = (X, Xy, X;) 0 Y = (Y1, Yy Yo ) moguca
resenja primarnog i dualnog problema, za koje su vrednosti funkcija cilja
primara i duala jednake z(x") =v(y"), tadasu X" i y optimalna resenja
primara i duala respektivno.

Dokaz: Neka je x' neko moguce resenje primara. Tada ée biti 7(X') <v(y’).
Medutim, kako je na osnovu uslova teoreme z(X') =v(y’), to je

z(x') < z(x"). Kako je x' bilo koje moguce resenje primara, to je

2(x") = (max) z(x), odnosno X" predstavlja optimalno resenje primarnog
problema.

Analogno se dokazuje da Y~ predstavija optimalno resenje dualnog problema.

Teorema 5: Ukoliko jedan od problema linearnog programiranja primarni ili
dualni problem — imaju makar jedno moguce resenje, tada i primarni i dualni
problem imaju optimalna resenja.

Dokaz: Neka primarni i dualni problem imaju optimalna resenja oblika

X = (X o0 X)) 1Y =(Y; e ¥ to znaci da je 7(X") = (max) z(x) za svako
x iz konveksnog skupa mogucih resenja K (x € K), kao i v(y") = (min)v(y) za
svako y iz konveksnog skupa mogucih resenja dualnog problema L (y € L).
Znaci skupovi K i L nisu prazni.

Da bi dokazali teoremu neophodno je dokazati da ovi problemi imaju
optimalna reSenja. Da bi to pokazali posmatrajmo resenje duala Y i
proizvoljno moguce resenje x primara. Na osnovu teoreme 3 imamo da je
z(x) <v(y"). Ukoliko x predstavlja proizvoljno resenje primara tada
koriséenjem simpleks metoda u nizu iteracija mozemo odrediti niz resenja

X, Xy, X, takvih da je z(x,) < z(x,) <...<z(X,) pri cemu postoji gornja
granica povec¢anja vrednosti funkcije cilja primara. Mozemo utvrditi da takvo
resenje X primara za koje je z(x") > z(x) zasvako x € K, §to znaci da

primar ima optimalno reSenje.
Slican postupak se primenjuje i u dokazivanju da dualni problem ima

optimalno resenje Yy~ za koje je v(y ) <v(y) yelL.

Teorema 6: Moguce resenje X primara je optimalno ako i samo ako postoji
moguce resenje duala Yy~ za koje je z(X) =v(y"). Tada resenje y"
predstavlja optimalno resenje duala.
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Dokaz: Pretpostavimo da X™ = (X;,...,X;) i Y~ = (Y, ..., ¥,,) predstavljaju
optimalna resenja primara i duala. Tada na osnovu teoreme 3 imamo za bilo
koje moguce resenje X = (X,,...,X,) primara da je:

p
ch < Zb y, = Z:CJ XJ , na osnovu cega konstatujemo da
j=1

X = (X o0 X)) predstavlja optimalno resenje primara. Slicno za bilo koje

moguce resenje Y = (Yy,...,Y,) duala imamo da vazi

p m p
D by, =D by, => c;x;. Dakle, vidimo da y" =(y; ..., y,) predstavlja
i-1 =1 =1

optimalno resenje duala.
Na osnovu prethodnih konstatacija mozemo zakljuciti da X~ = (X, ,..., X;) i

Y =(Y,,.... Y.) predstavljaju optimalna resenja primara i duala za koje je

z(x") =v(y").

52. Odnos izmedu optimalnih vrednosti promenljivih primarnog i dualnog
problema u modelu linearnog programiranja — dokazati i objasniti

Teorema 7: Ukoliko su x” i Y moguca resenja primara i duala, tada su to i
optimalna resenja akko imamo zadovoljene uslove:

1) y© =0 ukoliko je Za X' <b,

ij7]
2) x; =0 ukoliko je Zaijyi* >c,
i=1

odnosno dualna promenljiva je jednaka nuli y~ =0 kada je njoj
odgovarajuca dodatna promenljiva pozitivna u optimalnom resenju primara,

odnosno realna promenljiva je jednaka nuli x™ = 0 kada je njoj odgovarajuca
dodatna promenljiva u optimalnom resenju duala pozitivna.

Dokaz: Pretpostavimo da X" i Y~ predstavijaju optimalna resenja primara i
duala. Za optimalna resenja vaze nejednakosti:

primar ZauxJ <h, dual > a;y; >c,
i=1
xj >0 y;, =20

PomnoZimo levu i desnu stranu primaru nenegativnom vrednoscéu Y, :

Y, Za“ . < y;b;. Sumirajuéi levu i desnu stranu dobijamo

m p m
Zyi*zaijx Zyl* i ’Odnosno Zzaljylx _Zyl i
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Ve . * *
Pomnozimo sada levu i desnu stranu duala sa X i X2 0:
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p m
Na osnovu teoreme 4 u kojoj smo dokazali chx’; = Zbi y; , imamo:

S obzzrom da su krajnje sume jednake, mozemo pisati

>y ayx, —Zy.b. 'Zc S Yayx,

i=1 j=1 i=l j=1
Dobijene ]ednakosn mozemo predtaviti u obliku

iy:[bi —Zp:aijxj} -0
ix?{iauy?—c,}:o

Imajuci u vidu nenegativnost primarnih i dualnih promenljivih imamo

X Zaijyi*_cjj|:

|z njih vidimo da ukoliko je b, — Za

>0 odnosno Za b, , onda je

7] 'JJ_

jednakost zadovoljenasamo za y; =0, a iz Zaij y; —¢; >0, odnosno
i=1

m

Zaij y, > ¢, jednakost je zadovoljena samo za x].’ =0.
i=1

Na taj nacin smo dokazali nasu teoremu.

53. Ekonomsko znacenje dualnih promenljivih — dokazati i objasniti

Dualne promenljive pruzaju mogucnost za dobijanje veoma znacajnih
informacija o karakteru problema linearnog programiranja, kao i ispitivanje
uticaja promene nivoa korisc¢enja raspolozivih resursa na vrednost funkcije
cilja. Posmatrajmo problem standardnog max:

(max) z = cx (min)v=Db'y
Ax<Db i njegov dual Ay>c' .
x>0 y>0

Neka x* predstavija optimalno resenje primara za koje je
z(x") = (max) z(x) Vx e K inekaje y* optimalno resenje duala za koje je
v(y") =minv(y) Yy e L. Pretpostavimo da se elementi vektora b primara

povecaju za iznos Ab, koji ne izaziva promenu strukture optimalne baze.
Promena vrednosti elemenata vektora b dovesce do poveéanja vrednosti
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funkcije cilja primara za iznos od Az(x") = y Ab, odnosno povecéanje i-tog
resursa za Abuticace na promenu vrednosti funkcije cilja primara za iznos od
Az(X") = y; Ab,. Dokaz: Neka X" i x~ predstavljaju optimalne vrednosti
promenljivih primara u slucajevima vektora b i b+ Ab respektivno. Kako je
struktura optimalne baze u oba slucaja ista, to optimalno resenje duala Yy~
takode je isto, tako da mozZemo pisati:
cx =y (b+Ab)
cx =Yyb
Ako poslednja dva izraza oduzmemo, dobijamo: Az(x") =y Ab, gde je
Az(X")=cx" —cx” povelanje vrednosti funkcije cilja, izazvano povec¢anjem
vrednosti vektora b, na osnovu cega smo dokazali da je to tvrdenje tacno.
Az(x")

Ab.

cega vidimo da vrednost dualne promenljive y, pokazuje za koliko jedinica

Na osnovu ovog rezultata mozemo konstatovati da je y; = , ha osnovu

Ce se povecati (Smanjtii) funkcija cilja primara, ukoliko se koriséenje resursa
b. poveca (smanji) za jednu jedinicu. Zbog toga, dualne promenljive
predstavljaju tzv. obracunske cene koriséenih resursa, odnosno tzy. cene u
senci (shadow price).

54. Osnovne karakteristike i znacaj primene Simpleks tabele — postupak
odredivanja elemenata simpleks tabele

Simpleks tabela predstavija tabelaran nacin prikazivanja problema linearnog
programiranja, koji je prilagoden za potrebe resavanja ovih problema
koriséenjem simpleks metoda. Ovaj tabelarni postupak primene simpleks
metoda omogucava da se u nizu iteracija dode do optimalnog resenja.
Pocetno bazicno resenje koje kod standardnog problema max odgovara
pocetku prostora predstavlja se prvom simpleks tabelom, koja predstavija
polaznu osnovu za odredivanje optimalnog resenja. Na osnovu prve simpleks
tabele primenom simpleks kriterijuma za promenu vektorske baze preko niza
simpleks tabela, dolazimo do optimalnog resenja.
Opsti oblik simpleks tabele predstavicemo na primeru resavanja zadatka
standardnog problema maksimuma:

(Max) z =¢; X, +CyX, +...+C X,

A% +a,X, +..+ 3, X, <b

8,0 % +8,X, +..+3,, X, <b,
A Xy + A, X, +.n 3, X, <by
Xppees X, 20

Uvodenjem dodatnih promenljivih sistem nejednacina se transformise u sistem
jednacina:
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(Mmax) Z = ¢, % +CyX, +..+C X, +0-X ; +..+0-X,

;X + X, Fo X, Xy =D
Qy0 % F 8%, +t 8y, X, +Xpi2 =b,
Ay Xy Ao Xy ot 3 X, +Xpim =Dy,

Xy yeees Xoom = 0

p+m —
Pocetno bazicno resenje odreduje se tako Sto pretpostavimo da su realne
promenljive jednake nuli, a dodatne slobodnim clanovima sistema
ogranicenja. Prvu simpleks tabelu mozemo predstaviti:

Ce\C | a Xg C, c, C, Con | Cpiz | = | Cpim
Xy Xy Xp Xp+1 Xp+2 Xp+m
Xp+1 1 a;, a, alp 1 0 0
Xp+2 bz a,, a,, a2p 0 1 0
0 Xp+m bm A an, amp
Z, z Z, z, z,
C;, —Z C,=2 [ C—2Z, | « | C,—Z,

Simpleks tabela I koja predstavija pocetno bazicno resenje obrazovana je:

1. U prvu kolonu tabele unosimo koeficijente koji se u funkciji cilja nalaze uz
bazicne promenljive. To su nule, jer su koeficijenti uz dodatne promenljive 0.
2. U drugu kolonu unosimo bazicne promenljive, tj. dodatne promenljive.

3. Kolona x, pokazuje vrednosti bazicnih promenljivih

4. U kolone x,,X,,..., X, unosimo koeficijente koji se nalaze uz ove promenljive u
sistemu ogranicenja

5. U kolone X, X,
6. U zaglavlje unosimo vrednosti koeficijenata koji se u funkciji cilja nalaze uz

promenljive iz odgovarajuce kolone simpleks tabele
7. Elemente vrste z; odredujemo kao zbir proizvoda koeficijenata iz prve kolone i

koeficijenti obrazuju jedinicnu matricu

odgovarajucih koeficijenata iz pojedinacnih kolona
8. Poslednja vrsta je | simpleks kriterijum za promenu baze u cilju optimizacije
programa.

Postupak odredivanja elemenata naredne simpleks tabele podrazumeva
realizaciju narednih operacija:

a) odredivanje koju od prethodno nebazicnih promenljivih treba ukljuciti u bazu
b) odredivanje koja od prethodno bazicnih promenljivih treba da napusti bazu
¢) utvrdivanje vrednosti promenljivih u novom resenju

d) utvrdivanje vrednosti koeficijenata nove simpleks tabele
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e) utvrdivanje vrednosti funkcije cilja, koja odgovara resenju koje je predstaviljeno
novom simpleks tabelom, kao i izracunavanje vrednosti funkcija z; za sve

promenljive
a) u naredno bazicno moguce resenje treba ukljuciti onu prethodno nebazicnu
promenljivu za koju je razlika c; —z; najveéa pozitivna. Resenje je optimalno

kada u poslednjem redu simpleks tabele (c; —z;) ne postoji ni jedna pozitivna

vrednost.
b) iz baze treba eliminisati onu prethodno bazicnu promenljivu X; za koju

. .. X
odredimo minimalnu vrednost: p =min—,  x; >0.
ij
¢) Vrednosti promenljivih u novoj simpleks tabeli odredujemo:
novouvedena promenljiva: x, = p

vrednosti ostalih promenljivih: x, =b, —:—‘ark

ik
Sto znaci da vrednost novouvedene promenljive je jednaka minimalnoj vrednosti
kolicnika iz prethodnog resenja (p) dok vrednosti ostalih promenljivih
izracunavamo tako Sto od njihovih vrednosti iz prethodne iteracije oduzmemo
proizvod vrednosti novouvedene promenljive i odgovarajuceg koeficijenta koji se
nalazi u karakteristicnoj koloni simpleks tabele.
d) vrednosti koeficijenata nove simpleks tabele odredujemo:

a,:
koeficijenti u karakteristicnoj vrsti simpleks tabele: a,'= Lk
By

koeficijenti u ostalim vrstama: a;'=a,; - :—” ¥

Ik
e) koeficijente koji se nalaze u karakteristicnoj vrsti dobijamo tako Sto njihovu
prethodnu vrednost podelimo karakteristicnim elementom. Ostale koeficijente r-
tog reda j-te kolone odredujemo tako Sto se od njegove prethodne vrednosti
oduzme proizvod izmedu koeficijenata r-tog reda karakteristicne kolone i
kolicnika koeficijenata j-te kolone karakteristicnog reda sa karakteristicnim
elementom.
f) vrednost funkcije cilja odreduje se mnozZenjem koeficijenata prve kolone
odgovarajucim vrednostima promenljivih, ili na osnovu karakteristicnih

b
elemenata: z'=z+—--c, .
a'Ik

55. Problem degeneracije zadatka linearnog programiranja — uzroci i posledice

Problem degeneracije linearnog programiranja predstavlja takav slucaj kod
koga jedna ili vise bazicnih promenljivih imaju vrednost 0. Ovakav problem se
javlja kada u zadatku imamo suvisnih ogranicenja. Prilikom resavanja
zadatka linearnog programiranja postojanje problema degeneracije ce se
manifestovati prilikom odredivanja vrednosti kolicnika p, koji nam sluzi za
iskljucivanje neke od prethodno bazicnih promenljivih. Ukoliko u zadatku
postoji problem degeneracije, onda ¢e u nekoj od iteracija, prilikom
odredivanja vrednosti kolicnika Il simpleks kriterijuma, dobiti dve ili vise
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Jjednakih minimalnih vrednosti. U tom slucaju ne mozemo odrediti koju od
prethodno bazicnih promenljivih treba iskljuciti iz baze. U narednoj iteraciji
neka od prethodno bazicnih promenljivih ce biti jednaka 0,0dnosno vrednost
kolicnika p Cce biti jednaka 0, zbog cega ce se dogoditi da dva ili vise
uzastopnih resenja imaju jednaku vrednost funkcije cilja. U slucaju
degeneracije moze se pojaviti problem ciklusa — slucaj da u toku resavanja
zadatka ponovo dobijemo isto resenje sa nekim od prethodnih. Postupak cijom
primenom se eliminise mogucnost postojanja ciklusa je da izade iz baze onaj
Vektor kod koga je imenilac veci.

56. Jedinstveno i viSestruko optimalno resenje u modelu linearnog programiranja
— graficka i analiticka interpretacija

Kod problema maksimuma optimalno resenje predstavljali smo simpleks
tabelom u kojoj su sve razlike za nebazicne promenljive u poslednjoj vrsti
(¢; —z;) negativni. Geometrijski posmatrano takvo optimalno resenje

problema maksimuma nalazi se u jednoj ekstremnoj tacki (najudaljenija od
koordinatnog pocetka) konveksnog ogranicenog i zatvorenog skupa mogucih
resenja. To je jedinstveno resenje. Medutim u nekim slucajevima moze se
dogoditi da izracunato optimalno resenje nije jedinstveno, odnosno postoji
viSestruko optimalno resenje.

Ukoliko u okviru neke simpleks tabele postoji makar jedna razlika prvog
simpleks kriterijuma (Cj - Zj) =0, za prethodno nebazicnu promenljivu X;,

dok su vrednosti ovih razlika za ostale nebazicne promenljive negativne,
izracunato optimalno resenje nije jedinstveno. Posle I i Il simpleks kriterijuma
dobili smo takode optimalno reSenje za koje funkcija cilja ima istu vrednost
kao i u slucaju prethodnog resenja. Postojanje dva optimalna reSenja ima za
posledicu da sve konveksne kombinacije ova dva resenja, takode predstavljaju
optimalna resenja, zbog cega kazemo da takav zadatak ima visestruko
optimalno resenje. Geometrijski, slucaj postojanja visestrukog optimalnog
reSenja se javlja kada su koeficijenti pravca prave koja reprezentuje neko od
ogranicenja i koeficijent pravca prave funkcije cilja, jednaki.

Na slici se vidi da prava koja reprezentuje funkciju cilja se podudara sa
pravom koja predstavlja gornju granicu vrednosti promenljivih x, i X, za

koje je zadovoljena nejednacina ogranicenja, na kojoj se nalazi duz AB. Na
osnovu toga konstatujemo da se optimalno reSenje naseg zadatka nalazi u
tackama A i B, odnosno u svim tackama duzi AB.

X 2

2D
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57. Nepostojanje mogucih resenja i neograni¢ena vrednost funkcije cilja zadatka
linearnog programiranja — graficka i analiti¢ka interpretacija

Prilikom formulisanja modela linearnog programiranja moze se dogoditi da
model bude tako postavljen da ne postoje moguca resenja. Takav slucaj se
desava ukoliko ne postoje vrednosti promenljivih za koje su zadovoljeni svi
ogranicavajuci uslovi. Geometrijski, takav zadatak ima prazan skup mogucih
resenja. Nepostojanje mogucih reSenja moZemo konstatovati u poslednjoj
simpleks tabeli. Naime, u poslednjoj simpleks tabeli svi elementi vrste

(¢; —z;) pokazace postojanje optimalnog resenja, ali ée se u optimalnom

resSenju naci vestacka promenljiva, Sto je glavni indikator postojanja
medusobno kontradiktornih ogranicavajucih uslova u zadatku.

Sve tacke koje se nalaze na duzi AB i ispod nje zadovoljavaju prvu
nejednacinu ogranicenja, dok drugu nejednacinu i uslov nenegativnosti
zadovoljavaju sve tacke na duzi CD i iznad nje. Kako ova dva skupa tacaka
nemaju presek, ne postoje tacke za koje su istovremeno zadovoljene obe
nejednacine ogranicenja. Znaci skup mogucih resenja je prazan skup,

odnosno zadatak nema resenja.
X.

=

Problem nemogucnosti odredivanja konacnih vrednosti promenljivih funkcije
cilja u problemu maksimuma javlja se ukoliko je:

1. model formulisan tako da se jedna ili vise promenljivih mogu povecéavati
neograniceno, a da ne bude narusen ni jedan od ogranicavajucih uslova
zadatka.

2. funkcija cilja na skupu mogucih resenja nema konacnu vrednost
Resavajuci problem maksimuma koriséenjem simpleks metoda, ovaj problem
mozemo identifikovati pre dobijanja vrednosti elemenata finalne simpleks
tabele. Problem mogucnosti postojanja neogranicene vrednosti promenljivih i
funkcije cilja, konstatovacemo u nekoj iteraciji u postupku odredivanja
promenljive koja treba da izade iz baze. Da bi neka promenljiva izasla iz baze
potrebno je da u odnosu na ostale vrednosti ima najmanji pozitivan kolicnik I1
simpleks kriterijuma. Medutim, ukoliko su svi ovakvi kolicnici negativni ili

nedefinisani, mozemo konstatovati da problem nema konacno resenje.
X,

| =
=

31



Obrazovni centar ,,Smart Basic*, Lomina 5, tel: 32-82-662

58. Postoptimalna analiza u linearnom programiranju — promena koeficijenata
funkcije kriterijuma

Postupak postoptimalne analize je postupak koji se koristi za ispitivanje da li
¢e promena nekog od parametara modela linearnog programiranja uticati na
promenu veé izracunatog optimalnog resenja. Primenom postoptimalne
analize moze se doci do jednog od sledeca dva zakljucka:

a) nastale promene u vrednosti parametara modela nec¢e dovesti do promene
vektorske baze na osnovu kojeg je odredeno optimalno resenje.

b) prethodno izracunato optimalno resenje u uslovima novih vrednosti
parametra modela ne moze ostati optimalno.

1 Promena vektora c

Nakon odredivanja optimalnog resenja moze doci do promene koeficijenata
koji se nalaze uz promenljive koje se ne nalaze u optimalnom resenju, kao i
promene koeficijenata koji se nalaze uz bazicne promenljive.

1.1. Promena koeficijenata nebazi¢nih promenljivih.
U poslednjoj iteraciji resavanja zadatka konstatovano je da je za sve
nebazicne vektore A; zadovoljen uslov (c; —z;) <0. Pretpostavimo sada da

se ¢; menja, pri Cemu nastalu promenu moZemo predstaviti u obliku

+_
C; =C; +ch.

Da bi utvrdili da u novim uslovima resenje izracunato na osnovu baze o, |

dalje ostaje optimalno, neophodno je da proverimo da li ée povecéanje
vrednosti koeficijenta ¢; dovesti do potrebe za uvodenjem prethodno

opt

nebazicnih vektora A; ubazu. U tom cilju, primenjuje se I simpleks kriterijum
sa novom vredno$cu koeficijenta ¢, 0dnosno:
+ — —
(¢ —z;)=c; +Ac; -z, =(c; —z;) +Ac;.
Da bi resenje ostalo optimalno neophodno je da vektor A, i dalje ostane
nebazican. To ce se dogoditi ukoliko je ¢ —z; <0, odnosno ukoliko je
(c; —z;) +Ac <0. Na osnovu poslednje relacije vidimo:
a) Ac; < ‘Cj - Zj‘ = reSenje ostaje optimalno
b) Ac; > ‘Cj — Zj‘ = reSenje nije optimalno. U bazu ukljucujemo A, .

1.2. Promena koeficijenata bazi¢nih promenljivih
| ovde treba utvrditi vrednost razlika (c; —z;) za nebazicne vektore. S

obzirom da vrednosti ¢; ostaju nepromenjeni, u ovom slucaju neophodno je
izracunati vrednost Z; za sve nebazicne promenljive.

Oznacimo sa Cg vektor koeficijenata koji se u funkciji cilja nalaze uz bazicne
promenljive. Pretpostavimo da je doslo do povecanja za iznos Acg , tako da je
novi vektor ovih koeficijenata c; =cg + Acy. Vrednosti z; za nebazicne

vektore odredene su iz relacije Z; =Cg Xj, gde je x; vektor koeficijenata

linearne kombinacije bazicnih vektora i nebazicnog vektora A; izracunat u
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,l.

obliku x; =« - A; ostao nepromenjen.

Vrednosti z; u uslovima promenjenih koeficijenata vektora cg odredi¢emo na
sledeci nacin: 2] =CgXj =(Cy +ACy) - Xj =Cq - Xj +ACq - Xj =2, +AZ,.

S obzirom da vrednosti ¢; ostaju nepromenjene, kriterijum optimalnosti sada
ce biti ¢, -z =c; —(z; +Az;) <0. MoZemo konstatovati da ako je:

a) Az; > (c; —z;) = reSenje ostaje optimalno

b) Az; <(c; —z;) = reSenje nije optimalno. U bazu ukljucujemo A;.

U uslovima promene svih koeficijenata funkcije cilja, kada bi imali

(c; —z;)=(c; +Ac;)—(z; +Az;) <0, optimalno resenje se ne bi menjalo.

Ukoliko je bar jedna od razlika pozitivna resenje bi i dalje bilo moguce, ali ne
i optimalno.
2. Promena vektora b

b je vektor slobodnih clanova sistema ogranicenja. Promena = Ab, pa je
-1

opt
= oy -b" =g, - (b+Ab) . Ukoliko je

zadovoljen uslov x; >0 resenje je i dalje optimalno.
3. Promena matrice A
3.1 Promena nebazi¢nog vektora A,

b* =b+ Ab, vrednosti bazicnih promenljivih Xz = e, -b, pa ée u uslovima

+

izmenjenog vektora b biti: X

Da bi utvrdili da li taj vektor treba ukljuciti u bazu, racunamo novu vrednost

_1.

: : ot . . —+ .
kolone matrice zvezdice: X; = a,, - A], zatim racunamo Z; =Cg-Xj, koje u |

simpleks kriterijumu oduzimamo od nepromenjene funkcije cilja ¢; —z; =
ukoliko je resenje <0 stara baza je i dalje optimalna, u suprotnom prethodno

resenje nece biti optimalno.

3.2 Promena bazi¢nog vektora A’

Resenja nove baze bice: xi =(a*)™ b, a X| = (a™)*- A;, zatim

Z] =Cg - X . Ukoliko su nove vrednosti bazicnih promenljivih Xg >0
izracunato resenje je moguce, a da li je optimalno utvrdujemo pomocu [
simpleks kriterijuma.

Ukoliko se desi da u okviru vektora x; imamo bar jednu negativnu vrednost
= reSenje nije moguce.

60. Definisati opsti oblik transportnog problema — analiti¢ki 1 tabelarno

Transportni problem predstavlja model cijim se koris¢enjem odreduje
optimalan program distribucije odredene vrste robe iz razlicitih mesta ponude
(tzv. ishodista) do razlicitih mesta traznje (tzv. odredista) pri cemu se
podrazumeva njihova teritorijalna razdvojenost.

U cilju formulisanja opsteg oblika modela transporta robe, pretpostavimo da
postoji konacan broj od m ishodista P, P,,..., P, koja raspolaze odredenom
homogenom vrstom robe, za cije koris¢enje je izraZena potreba (traznja) u n
odredista T,,T,,..., T, . Ako pretpostavimo da postoji teritorijalna razdvojenost

ishodista i odredista, tada je jasno da postoji m-n potencijalnih puteva, preko
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Kojih ova roba moze biti dostavijena od mesta ponude do mesta traznje.

X;; —koli¢ina robe koja se transportuje

P 1 T 1 iz i-tog ishodista u j-to odrediste
C; —transportni troSkovi po jedinici

prevezene robe iz i-tog ishodista u j-to

P, » T» odrediste
a, — raspoloZiva koli¢ina robe u i-tom

ishodistu
b; — iznos traznje za posmatranom

Pm Tn robom u j-tom mestu traznje
(odredistu)

Osnovni cilj resavanja transportnog problema moze se formulisati, kao zahtev
za odredivanje optimalnih vrednosti promenljivih X; ,tj. optimalnih kolicina
prevezene robe na pojedinim putevima, za koje ¢e se ostvariti minimalna
vrednost ukupnih transportnih troskova, tj. minimalna vrednost funkcije cilja:

m n
funkcija cilja: z = chij X;; pri cemu moraju biti zadovoljena tri
i-1 j=1
ogranicenja:
a) ukupna kolicina raspolozZive robe svakog ishodista mora biti raspodeljena

n
na mesta traznje, tj. Z X; = &,
j=1

m
b) traznja svakog odredista mora biti u potpunosti zadovoljena le X; =D;

i=
¢) kolicina prevezene robe na pojedinim putevima, odnosno odgovarajuce
promenljive moraju biti nenegativne velicine, tj. X; 2 0.
Funkcija cilja zajedno sa navedenim uslovima obrazuje opsti oblik zadatka
transportnog problema u kome imamo m nejednacina sa m-n promenljivih.

Prosireni oblik navedenog modela mozemo predstaviti u obliku:

Z=CyXyq et Cpp Xy +CoyXog F oot Cop X +eee+ Cy Xog + - F Cros Xinn

Xip + Xip F oo+ Xy =a
Xop + Xpp + oo+ Xy =a,
Xt + X oo+ X =a,
X;4 + Xyp + . + Xy =D,
Xip + Xy + . + X =b,
X, + Xy F o + X =D,

X; =0

ij =
Ovako formulisan model moZemo predstaviti u vidu tabele:
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odr. ponuda
ish Tl T2 LI ] Tn
P C11 C12 Cin
LI ] a
! X1, X2 Xin !
P Ca1 C2 Con
LI ] a
2 X5 X2z Xon 2
P Cm1 Cm2 Cmn
LI I ] a.
" Xml sz an "
traznja
bl bz LI ] bn

U levi ugao polja nase tabele unose se transportni troskovi po jedinici
prevezene robe na odgovarajuéem putu, poslednja kolona pokazuje ponudu
robe pojedinih ishodista, dok poslednja vrsta pokazuje traznju pojedinih
odredista.

61. Egzistencija moguceg reSenja transportnog problema — dokazati i objasniti

Teorema 5.1: Transportni problem ima resenje ukoliko je ukupna ponuda

jednaka ukupnoj traznji, tj. ako je > a; =>_b;.

i1 =
Dokaz: ZZX” —Za

i=1 j=1

ZZX” = ij = kako su leve strane jednake, jednake su i desne strane, tj.
j=1 i=1 j=1

m n

Zai = ij , Cime je dokazan uslov za resavanje transportnog problema.

i1 1
Da bi dokazali da izjednacavanje ukupne ponude i ukupne traznje predstavlja i
dovoljan uslov za reSavanje transportnog problema, treba da pokazemo da

a;b; de
= , gde je
q gade )

kolic¢ina prevezene robe predstavljena izrazom X;

d= Z a, Zb ; » Predstavlja moguce resenje transportnog problema.
j=1

Kako su sve vrednosti ai,bj ,d nenegativne velicine, to je X; 0. Ukoliko

izraz x; =
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;x”_ :iZ:l: idj =b, I:ld =b, j=1..,n
n n abJ lelbl

L= ! =a. - = :1
j:lX” ,Z_:‘ g CaTg e i=1,..,m

iz cega vidimo da x;; zadovoljava sistem jednacina ogranicenja i traznje i

ponude. Znaci pokazali smo da jednakost ukupne ponude i ukupne traznje u
transportnom problemu, predstavlja potreban i dovoljan uslov za egzistenciju
moguceg resenja.

62. Pokazati da je rang matrice koeficijenata sistema ograni¢enja transportnog
problemam+n-1

Teorema 5.3: Matrica koeficijenta sistema ogranicenja transportnog problema
imarang m+n-1

Dokaz: Matricu koeficijenta sistema ogranicenja naseg transportnog
problema mozemo predstaviti u obliku:

11..100..0.. 00..0
11 ..1 .00 ..0

400 000 .0 1 .1
i 010 0
0

Matrica A reda (m+ n)xmn ima za elemente jedinice i nule pri cemu u svakoj
koloni ima samo dve jedinice a ostalo su nule. Ukoliko saberemo prvih m vrsta
matrice A dobicemo vrstu Ciji su svi elementi jedinice. Istu takvu vrstu ¢emo
dobiti sabiranjem preostalih n vrsta matrice A

g op,+ Pyt Py = Pras + Prso +F Py 9deSMosa py, Poseeey Prin,
obelezili vrste matrice A. Znaci da svaku vrstu matrice A mozemo izraziti u
Vidu linearne kombinacije ostalih. Ukoliko sada iz matrice A iskljucimo
poslednju vrstu i uzmemo minor (m+ n—1) —og reda dobijamo:
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1 011 1
1 - 00
00 - 100 -0
detMnn=lp 0 ... 0 1 0 ... o1

oo ---0O0UO0 ---1
Rang matrice nije m+n jer je uvek 1 vrsta zavisna od drugih, pa pogodnom

transformacijom dobijamo da je rang matrice m+n—1, jer je vrednost
dobijenog minora razlicita od nule. T o je i trebalo dokazati.

63. Postojanje zavisnosti izmedu jednacina sistema ograni¢enja transportnog
problema — dokazati i objasniti

Teorema 5.2: Broj linearno nezavisnih jednacina sistema ogranicenja
transportnog problema je m+n-—1.

Dokaz: Pretpostavimo da imamo kombinaciju vrednosti promenljivih x; za
koje znamo da zadovoljavaju sve jednacine sistema ogranicenja izuzev na
primer prvu jednacinu. Pokazacemo da takva pretpostavka ne moze biti

zadovoljena. Ocigledno je da levu stranu prve jednacine sistema ogranicenja
mozemo pretstaviti u obliku.:

qu >k -2y
i=1 j=1 i=2 j=1
ako je zasvako x; zadovoljeno svih m+n jednacina sistema ogranicenja {j.
n m
z X; =a | Z X; =b; to jednakost 1 moZemo predstaviti u obliku

j=1 i=1

PRIEDWH R ZZXU—Zb -2 =
j=1 i=1 j=1 i=2 j=1 i=2

n
Na taj nacin je Z X;; =&, ij. zadovoljena je i prva jednacina sistema

-1
ogranicenja. Isto bi mogli jednostavno pokazati da je svaka od jednacina
sistema ogranicenja zadovoljena ukoliko su zadovoljene sve preostale m+n-1
Jjednacine sistema ogranicenja transportnog problema.

64. Metodi odredivanja pocetnog bazi¢nog reSenja programa transporta
Metodi koji se koriste za odredivanje pocetnog bazicnog resenja Su:
a. metod severozapadnog ugla

b. metod minimalnih troSkova
v. Vogelov aproksmativni metod
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a. metod severozapadnog ugla
-rasporedivanje kolicina robe za prevoz preko razlicitih puteva zapocinjemo iz
levog gornjeg (severozapadnog) ugla tabele odnosno polja (1,1), nakon toga
U m-+n-/ koraka iduci dijagonalno rasporeduju se kolicine robe u razlicita
polja tabele koja odgovaraju razlicitim putevima . Postupak se zavrsava
nakon iscrpljivanja svih ponudenih kolic¢ina robe u pojedinim ishodistima,
odnosno nakon zadovoljenja ukupne traznje pojedinih odredista .
-U polje (1,1) unosimo manji od iznosa ponude odnosno traznje koji odgovara
prvoj vrsti i prvoj koloni tabele, tj. imamo da je x;, = MIN(a,,b,) . Ukoliko je
a, <b, tada je x, =4, tj. tada u prvom koraku iscrpljujemo ukupnu ponudu
prvog ishodista , zbog cega kolicine koje odgovaraju narednim poljima prve
vrste moraju biti jednake nuli . Procedura se nastavlja prelaskom na naredno
polje prve kolone u koje unosimo x,, = min(a,,b, — x,, ).
Suprotno ako je a, > b,,tada cée preostala polja prve kolone ostati prazna , a
odgovarajuce promenljive ¢e biti jednake nuli , dok ¢e se u naredno polje prve
vrste uneti x,, = min(a, —x,,,b,).
Znaci metod severozapadnog ugla obezbeduje naizmenicno iscrpljivanje
ponude (ishodista ) , odnosno zadovoljavanje traznje odredista .Postupak se
zavrsava U poslednjem polju po dijagonali ( polje m,n) u koje se uvek unosi
jednaka kolicina preostalog iznosa ponude poslednje vrste i preostalog iznosa
traznje poslednje kolone.
Osnovna prednost primene ovog metoda je jednostavnost.

b. metod minimalnih troSkova

-Metod minimalnih troskova podrazumeva prevashodno koriscéenje puteva

( polja puteva ) kojima odgovaraju najmanji troskovi po jedinici prevezene
robe.

-Postupak odredivanja pocetnog bazicnog resenja metodom minimalnih
troskova zapocinje koris¢enjem puta kojem odgovaraju najmanji troskovi pri
cemu u odgovarajuce polje tabele unosimo minimalno mogudu kolicinu za
prevoz. Naizmenicnim popunjavanjem preostalih praznih polja kojima
odgovaraju najmanji transportni troskovi , u m+n-1 koraka dolazi se do
pocetnog bazicnog resenja.

-Prednost ovog metoda ogleda se u cinjenici da njegova primena obezbeduje
znacajno skracivanje postupka odredivanja optimalnog resenja.

c. Vogelov aproksimativni metod

- Vogelov model, odnosno, metod maksimalnih razlika, sastoji se u
izracunavanju potencijalnih gubitaka, koji ¢e nastati ukoliko se izmedu dva
polja sa minimalnim transportnim troskovima, koja se nalaze u nekoj vrsti
(koloni) tabele koristi ono polje u kome su transportni troskovi veci.

- Postupak izracunavanja vrednosti promenljivih pocetnog bazicnog resenja
primenom Vogelovog metoda, zapocinje izracunavanjem vrednosti razlika
izmedu dva minimalna troska za svaku vrstu i kolonu tabele. Tako izracunate
razlike pridruzujemo vrstama i kolonama tabele, nakon cega odredujemo
vrstu, odnosno kolonu kojoj odgovara najveca vrednost ovako pridruzenog
elementa. Pocetnu kolicinu rasporedujemo u polje sa najnizim troskovima,
koje odgovara vrsti (koloni) sa najvecom ovako izracunatom razlikom. S
obzirom da se u jednom koraku eliminise ili vrsta ili kolona, nakon svakog
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65.

rasporedivanja vrsi se izracunavanje promenjenih razlika izmedu dva
minimalna elementa. Ukoliko je u jednom koraku eliminisana vrsta, to moze
izazvati promenu pridruzenih razlika po kolonama i obrnuto. Izracunavanjem
samo promenjne razlike, sukcesivnim popunjavanjem polja tabele vrsimo u
skladu sa kriterijumom maksimalne razlike izmedu dva minimalna elementa.
Postupak se zavrsava nakon preraspodeljivanja ukupne ponude na mesta
traznje, tj. nakon popunjavanja m+n—1 polja tabele.

Metodi optimizacije programa transporta
Metodi optimizacije programa transporta su:

a. Stepping stone metod (metod skakanja sa kamena na kamen)
b. Metod potencijala

a. Stepping stone metod (metod skakanja sa kamena na kamen)

- Sustina ovog metoda sastoji se u postupku ispitivanja uticaja potencijalnog
koris¢enja nezauzetih polja tabele na ukupne transportne troskove.

- Metod skakanja sa kamena na kamen, primenjuje se tako Sto se skakanjem za
svako prazno polje tabele koje predstavlja pocetno bazicno reSenje, obrazuje
poligon Cija se sva temena, izuzev pocetnog, nalaze u popunjenim poljima. Svi
uglovi ovako formiranog poligona, koji ima paran broj temena su pravi. Na
osnovu ovako formiranog poligona, za svako prazno polje tabele
izracunavamo takozvane relativne koeficijente troskova, koji pokazuju za
koliko jedinica ce se ukupni troskovi transporta povecati (smanjiti) ukoliko u
odgovarajuce polje uvrstimo jednu jedinicu prevezene robe. Relativne
koeficijente troskova izracunavamo tako Sto od transportnog troska koji
odgovara pocetnom polju, naizmenicno oduzimamo i dodajemo jedinicne
transportne troskove koji se nalaze na temenima poligona. Pozitivna vrednost
ovako izracunatog relativnog koeficijenta troskova, pokazace da bi
angazovanje odgovarajuceg polja dovelo do povecanja ukupnih transportnih
troskova, dok je u slucaju njegove negativne vrednosti zakljucak suprotan.
Prema tome, postojanje makar jednog negativnog relativnog koeficijenta
troskova pokazuje, da pocetno bazicno resenje nije optimalno.

b. Metod potencijala

- Postupak primene metoda potencijala podrazumeva odredivanje jednog tv.
mnozitelja za svaku od jednacina ponude i traZnje sistema ogranicenja modela
transporta. Mnozitelji za jednacine ponude U, i mnoZitelji za jednacine traznje
V;, odnosno za odgovarajuce vrste i kolone tabele, odreduju se tako da je za
svaku bazicnu promenljivu, tj. popunjeno polje tabele zadovoljen uslov:

Cy =U; +V,.

- Jednom od mnozitelja dodeljujemo proizvoljnu vrednost 0, a preostali
mnozitelji (ima ih m+n) se izracunavaju resavanjem m+n—1 jednacina

C; =U; +V;, pri emu je polje (i, j) popunjeno. Da bi pokazali postupak
optimizacije koriséenjem ovako izracunatih mnozitelja, podimo od osnovnog

m n n m
oblika modela transporta, tj. z=>>"c;X; ; > X; =a;; > X; =b;.
j=1 i=1

i=1 j=1
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Ukoliko sada i-tu jednacinu ponude pomnozZimo mnoziteljem u;, a j—tu
Jednacinu traznje mnoZiteljem v; i oduzmemo od funkcije cilja, dobija se:

m n

m n
ZZ(CU —U; =V)X; =2 —(Zaiui +ijvj) . Ako izvrsimo smenu:
i1 =

i=1 j=1

Z,

m n
Cy'=Cj—U -V, = Z:aiui +ijvj = 2, moZemo pisati:
i-1 =1

Zmlznlci,-'xij =27-1,,0dnosno Zm:Zn:Cij'Xij = AZ.

i=1 j=1 i=1 j=1
- Na osnovu poslednje relacije vidimo da izracunata ocena ¢;' za prazno polje
tabele pokazuje pogodnost njegovog korisc¢enja za izracunavanje poboljsanog
resenja. Ukoliko za jedno ili vise praznih polja dobijemo negativiu vrednost
potencijala (c;'< 0) konstatujemo da analizirani program transporta nije

optimalan, vec¢ se koris¢enjem ovih polja moze izracunati povoljnije resenje.
Za poboljsanje programa se koristi polje, kojem odgovara negativni potencijal
sa najvecom apsolutnom vrednoscu.

* Znaci da bi odredili optimalni program transporta robe metodom
potencijala, neophodno je:

1. Odrediti pocetni program transporta robe

2. Odrediti mnoZitelje U; | V; za svaku vrstu i kolonu pocetnog resenja

3. Izracunati potencijale c;;' za svako prazno polje tabele
4. Koristeci polje sa najmanjom negativnom vrednosti potencijala c;;' odrediti

poboljsani program transporta odgovarajuéim bilansiranjem kolicine
prevezene robe. Postupak se realizuje u uzastopnim iteracijama sve dok se ne
odredi takav program transporta robe za cija prazna polja tabele imamo

nenegativne vrednosti potencijala, tj. ¢;'>0.

66. Degeneracija problema transporta

Ukoliko u postupku resavanja transportnog problema odredimo resenje u
kome nema m+ n—1 bazicnih promenljivih, odnosno popunjenih polja tabele,
konstatujemo da takvo resenje ne zadovoljava neophodan uslov za primenu
nekog od metoda optimizacije. Takav slucaj predstavilja degeneraciju
transportnog problema. Ovakav slucaj se javlja kad je neka od parcijalnih
suma ponude jednaka nekoj od parcijalnih suma traznje.

Slucaj degeneracije transportnog problema, moze se pojaviti prilikom
odredivanja pocetnog bazicnog resenja, Kao i u postupku poboljsavanja nekog
programa transporta u proceduri optimizacije.

- Prilikom odredivanja pocetnog resenja degeneracija se javlja u slucaju kada
popunjavanjem nekog od polja istovremeno eliminisemo raspoloZive kolicine
odgovarajuce vrste i kolone, odnosno iscrpimo svu raspolozivu ponudu robe i
zadovoljimo ukupnu traznju koja odgovara tom odredistu.

- U postupku optimizacije slucaj degeneracije se javija kad u jednom koraku iz
baze iskljucimo dve promenljive, a u bazu ukljucimo samo jednu prethodno
nebazicnu promenljivu. Tabelarno, ovaj slucaj nastaje kada u jednom koraku
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dva (ili vise) prethodno popunjenih polja postaju prazna, dok popunjavamo
samo jedno prethodno prazno polje.

- Slucaj degeneracije se prevazilazi tako sto se u neko od praznih polja unosi
kolicina od ¢ jedinica robe, gde je ¢ infinitezimalno mali broj, koji ne
narusava izrazene jednakosti ponude i traznje. Obicno se ova velic¢ina unosi u
prazno polje, kojemu odgovaraju najnizi transportni troskovi po jedinici
prevezene robe.

67. Model asignacije — osnovne karakteristike i algoritam za reSavanje modela

-Osnovni zahtev koji se u okviru ovog modela postavlja jeste optimizacija
rasporeda odredenog broja izvrsilaca za obavljanje odredenog broja
ekonomskih aktivnosti.

-Ukoliko pretpostavimo da m izvrsilaca treba rasporediti za obavljanje n
poslova, pri cemu se postavija zahtev za odredivanje takvog rasporeda za Koji
Ce se ostvariti minimalni ukupni troskovi rada. Model rasporedivanja mozemo
predstaviti u sledecem obliku:

(min)z = izn:cij X;

i=1 j=1

x; =0ili 1
X;; - predstavlja promenljivu koja pokazuje angazovanje ili ne

angazovanje j-tog izvrsioca za obavljanje j-tog posla.
C; - pokazuje troskove angaZovanja j-tog radnika za obavljanje j-posla.

x; =1 -i -ti radnik treba biti angazovan za obavljanje j-te aktivnosti, dok u
suprotnom slucaju ta promenljiva jednaka je nuli (x; = 0)

* Specificnost ovako izrazenog problema u odnosu na transportni sastoji se u
Cinjenici da je ponuda svakog ishodista kao i traznja svakog odredista jednaka
Jjedinici. Ovo proizilazi iz ¢injenice da je za obavljanje neke aktivnosti u
postupku rasporedivanja moguce angazovati samo jednog izvrsioca, odnosno
da jedan izvrsioc moze obavljati samo jednu aktivnost.

-Za odredivanje optimalnog programa rasporedivanja najcesce se koristi tzv.
Madarski metod Koji se zasniva na zahtevu za minimizacijom tzv.
oportunitetnih troskova, do kojih dolazi ukoliko se za obavljanje odredene
aktivnosti ne angazuje najefikasniji izvrsilac. Postupak optimizacije
rasporedivanja primenom ovog metoda zasniva se na koris¢enju matrice C, Ciji
su elementi koeficijenti funkcije cilja.

Ci; Cipee Cyp
C=[Cy Cypp. C,
Cnl CnZ"' c

nn
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Cij -pokazuje troSak angazovanja i-10g izvrSioca za obavijanje j-te aktivnosti.

Postupak optimizacije rasporeda izvrsilaca za obavljanje odredenog broja
poslova realizuje se kroz sledede tri faze:

Faza 1

-U prvoj fazi na osnovu matrice C izracunavamo oportunitetne troskove
angazovanja pojedinih izvrsilaca za obavljanje pojedinih poslova. Za svaku od
vrsta matrice C odredujemo minimalan element koji oduzimamo od svakog
elementa te vrste. Nakon ovoga za svaku kolonu dobijene matrice cinimo isto,
odnosno od svakog elementa oduzmemo vrednost najmanjeg elementa te
kolone. Na taj nacin dobijamo novu matricu C 'u kojoj svaka vrsta i kolona
mora imati makar jednu nulu.

Faza 2

-U dobijenoj matrici odredujemo tzv. nezavisne i zavisne nule. Nezavisne su
one koje su jedine u okviru pojedinih redova, dok su ostale zavisne. Redovima
sa ve¢im brojem nula proizvoljno odredujemo broj nezavisnih nula. Nakon toga
vertikalnim i horizontalnim linijama precrtavamo svako polje matrice C ', koje
sadrzi nulu i to na takav nacin da nulta polja precrtamo sa minimalno
mogucim brojem linija. Ukoliko je broj nezavisnih nula jednak broju vrsta
matrice odredeno je optimalno resenje. Ukoliko je broj nezavisnih nula manji
od broja vrsta matrice formira se nova matrica u okviru naredne faze.

Faza 3

-Ukoliko u drugoj fazi nije odredeno optimalno resenje procedura odredivanja
optimalnog reSenja na osnovu matrice C ' realizuje se kroz sledeci algoritam:
1. Odreduje se minimalni element C 'Koji nije precrtan ni jednom linijom.

2. Minimalni element se oduzima od svih neprecrtanih elemenata, dok se
dodaje elementima koji se nalaze na preseku dveju linija.

3. Preostali precrtani elementi matrice C ' iz ostale faze ostaju nepromenjeni.

-Ova procedura se nastavija sve do trenutka odredivanja matrice u kojoj ima
nezavisnih nula tacno onoliko koliko matrica ima vrsta (redova).

68. Otvoreni model transportnog problema

Kada nije zadovoljen uslov o postojanju jednakosti izmedu ukupne ponude i
m n

ukupne traznje tj. kada je Z a, # Zb ; tada kaZemo da se radi o tzv. otvorenom
i-1 -1

modelu transporta. Razlikujemo dva oblika transporta:

a. Otvoreni model transporta u kome je > a, > > b, P>T
i-1 =

b. Otvoreni model gde je > a, <> b, P<T

i1 i=1
m n
a. U slucaju otvorenog modela u kome je Zai > Zb ; uvodenjem jednog
i=1 =1
fiktivnog mesta ( fiktivna kolona) traznje ciji je iznos jednak razlici ukupne ponude
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m n
| traznje svodi se na zatvoreni model transporta tj. b, +1= Zai - Zb ;-
i1 =l

b. Kod otvorenog transportnog problema u kome je ukupna ponuda manja od

m n

ukupne traznje Zai < Zb ; uvodi se fiktivno mesto ponude (fiktivni red) cija je
i1 i1

ponuda jednaka razlici izmedu ukupne traznje i ukupne ponude tj.

a, +1= Zn:bj —Zm:ai :
j=1 i=1

U oba slucaja otvorenog modela koeficijenti u funkciji cilja koji se nalaze uz
dodatne promenljive tj. transportni troskovi po jedinici prevezene robe, koje
unosimo u ovako definisana polja tabele jednaki su nuli.

Teorijaigara

69. Matri¢ne igre — osnovne karakteristike 1 postupak njihovog resavanja

-lgra predstavlja uproséeni model konflikta koji obuhvata ukupnost pravila
ponasanja ucesnika u igri (igraca) koja opredeljuju njihove moguce poteze kao i
potencijalne rezultate njihovog izbora.Potencijalne rezultate igraca , odnosno
ishod igre predstavljamo tzv. funkcijom placanja koja predstavija numericki izraz
dobitaka odnosno gubitaka igraca.

-Osnovna karakteristika teorije igara sadrzana je u cinjenici da velicina rezultata
ne zavisi samo od izbora samog igraca , vec i od izbora ostalih igraca. Svaki od
igraca unapred poznaje moguce alternative koje mu stoje na raspolaganju u toku
igre , koje nazivamo njegovim strategijama. Strategije predstavljaju ukupnost
pravila ponasanja igraca i potencijalne rezultate izbora pojedinih alternativa
svakoj konkretnoj situaciji. Svaka igra se realizuje preko pojedinacnih poteza
igraca. Skup vecéeg broja poteza obrazuje partiju.

* Kriterijumi za klasifikaciju igara su: broj igraca, broj strategija, karakter
funkcije placanja i medusobna povezanost igraca.

1. Zavisno od broju igraca , sve igre delimo na igre sa dva lica, igre sa tri lica,...,
igre sa n lica.

2._Prema broju strateqija razlikujemo konacnu igru — kada svakom igracu stoji na
raspolaganju konacan broj strategija i beskonacnu igru — kada broj strategija nije
ogranicen.

3. Prema karakteru funkcije plac¢anja sve igre delimo na igre sa nultom i igre sa
nenultom sumom. Igra sa nultom sumom predstavlja takvu igru u kojoj je suma
ukupnog placanja jednaka nuli, tj. dobitak jednog jednak je gubitku drugog
igraca, a u igri sa nenultom Sumom suma ukupnog placanja je razlicita od nule.
4. Zavisno od medusobnog odnosa igraca ucesnika sve igre delimo na
kooperativne i nekooperativne. Kooperativne igre predstavljaju takvu vrstu igara
u kojima igraci formiraju koalicije koje im sluze za medusobno uskladivanje
ponasanja i izbor pojedinacnih strategija koje im obezbeduju postizanje
najpovoljnijih rezultata, a ukoliko u toku igre ne postoji koordinacija u ponasanju
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(izboru poteza) od strane igraca, takva igra predstavilja nekooperativnu igru.

Analize i resavanje igara:

1. Za igre kod kojih ne postoji potpuna informisanost igraca o potencijalnim
odgovorima protivnika na njihov izbor pojedinih strategija, karakteristicno je da
se rezultat svih poteza u toku neke igre obracunava tek na kraju igre, kada se
realizuje jedna partija. Ovakvu vrstu igre nazivamo igrom ekstenzivnog (opsteg)
oblika.

2. Drugi postupak predstavljanja i analiziranja igre primenjuje se u situgaciji
takozvane pune informisanosti o potencijalnim rezultatima odabranih strategija
od strane igraca. Ovu vrstu igre nazivamo igra u normalnoj formi i kod nje je
unapred poznat rezultat igre.

Proste matricne igre:
Ako je a = ftakva igra je prosta matricna igra i nazivamo je igrom sa sedlastom

tackom.

Analizirajmo igru dva igraca sa nultom sumom, u normalnoj formi, kada svakom
igracu stoji na raspolaganju konacan broj strategija. Pretpostavimo da imamo
igru u kojoj ucestvuju dva igraca, igrac A i igrac B, pri cemu igrac A raspolaze sa
m cistih strategija A, A, ,..., A, dok igrac B raspolaze sa n strategija

B,,B,,..., B, .1zboru bilo koje od strategija igraca A, odgovara izbor neke od
strategija igraca B. Rezultat igre za slucaj izbora para strategija (A, B;) ce se

predstavijati vrednoscu a;; , koji pokazuje koliko iznosi dobitak igraca A i gubitak

igraca B. Sve potencijalne rezultate razlicitih kombinacija izbora strategija od
strane igraca A i B moZemo predstaviti u obliku matrice igre, odnosno matrice
placanja koja predstavija tabelarni zapis funkcije placanja u igri dva lica sa
nultom sumom:

e B | ok (A B B o B
P— Ay Ay ot Ay, A1 Q; Ay e
: : : A, | ay, ay, .. a,

an Ay A
A, A Ay e Ay,

Elementi matrice placanja pokazuju koliko ce iznosit dobitak za igraca A,

odnosno gubitak za igraca B u slucaju izbora bilo koje od mogucih kombinacija
strategija.

* Osnovni cilj svakog od igraca jeste da odabere strategiju koja ée mu omoguciti
ostvarivanje najboljeg moguceg rezultata, tj. maksimalan moguci dobitak igracu
A i minimalan moguci gubitak igracu B. Znaci igrac A za svaku svoju Cistu
strategiju A (i =1,...,m) odreduje minimalan dobitak koji ¢e ostvariti bez obzira
na izbor strategije igraca B, tj. opredeljuje minimalan elemenat svake od vrsta

matrice placanja u obliku o; =minga; j=1..,m.
Zatim igrac A bira maksimalan element u 0bliku & = max ; = max min a; , koji
predstavlja tzv. maxmin vrednost, tj. donju granicu vrednosti igre koja pokazuje
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70.

71.

garantovani dobitak koji ¢e igrac A ostvariti — optimalna strategija.

Igrac B se trudi da odabere takve strategije koje mu obezbeduju minimizaciju
gubitaka. Znaci, igrac B izracunava maksimalne gubitke

By =maxa; j=1..n

£ =min B; =min max a;

i predstavija gornju granicu vrednosti igre tj. minmax vrednost za igraca B.
Strategiju kojoj odgovara ovako izracunata gornja granica vrednosti igre, igrac B
¢e smatrati optimalnom strategijom.

- Izborom optimalnih strategija od strane oba igraca, oni obezbeduju za sebe
najpovoljniji rezultat. Igrac A obezbeduje dobitak ne manji od donje granice igre
a, a za igraca B gubitak ne moze biti veci od gornje granice odredene vrednoscu

Matri¢ne igre sa meSovitim strategijama

Mesovita strategija predstavlja kombinaciju razlicitih verovatnoca sa kojima ce
igraci u uzastopnom nizu poteza igrati pojedine strategije koje im stoje na
raspolaganju.

- Ukoliko je igra dva lica sa nultom sumom definisana matricom placanja reda
(m,n) u kojoj igrac A moze izabrati bilo koju od m strategija, njegovu mesovitu
strategiju mozemo predstaviti u vidu vektora X = (X;,X,,...,X,,) , ¢iji elementi
pokazuju verovatnoce sa kojima igrac A primenjuje pojedine strategije, pri cemu

jex; 20 (i=12..m), > x=1.
i=1

Mesovitu strategiju igraca B moZzemo predstaviti u obliku vektora
Y =(Yys Yoo ¥, ) Clji elementi pokazuju verovatnoce izbora igraca B neke od

n
njegovih n strategija, pri cemu je y; 20 (j=12,..,n), Zyj =1.
j=1

Strategije igraca A i B za koje su verovatnoce X; 1Y, vece od nule predstavijaju
aktivne strategije.

Ukoliko igraci A i B biraju strategije A; i B; sa verovatnocama Xx; 1y, tada
verovatnocu A B; odredujemo u obliku verovatnoce X;y ;. Potencijalni dobitak
zaigraca A, j. gubitak za igraca B predstavija sluc¢ajnu velic¢inu koja zavisi od

vektora X'i Y i od matrice placanja. Vrednost igre u uslovima realizacije mesovitih
strategija mozZemo predstaviti u vidu ocekivane srednje vrednosti u obliku:

m n

v=f(x,y)= Zzaii XY, 4. u matricnom obliku v = f(x,y) = XPY
i1 1

X- vektor meSovite strategije igraca A

Y- vektor mesovite strategije igraca B

P- matrica placanja

f(x,y)- funkciju placanja

Odnos donje 1 gornje granice vrednosti matri¢ne igre. Dokazati i objasniti.

Teorema 6.1: U matricnoj igri gornja granica vrednosti igre (f) uvek je veca ili
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jednaka u odnosu na donju granicu vrednosti igre (@), tj. f>«.

Dokaz: 1z definicije gornje i donje granice vrednosti igre, proizilazi njihov odnos
prema bilo kom od elemenata matrice placanja, koji moZemo predstaviti u obliku
B, =maxa; >a;,dokje a; =ming; <a; i=1..m j=1..n

Iz oba izraza proizilazi da je:

B; =maxa; >a; 2mina; =«;, odakle je 5; > «;.

Dakle, mozemo zakljuciti da donja granica vrednosti igre nije veca od gornje
granice vrednosti igre, odnosno da je >« .

Ukoliko je u matricnoj igri a = 3, takva igra je prosta matricna igra i nazivamo
je igrom sa sedlastom tackom. Sedlasta tacka matricne igre nalazi se na preseku

optimalne strategije igraca za koje su izjednacena maxmin i minmax vrednost, tj.
donja i gornja granica vrednosti igre.

Metodi reSavanja matri¢nih igara — analiticki i graficki

- Razlicite vrste matricnih igara, zavisno od vrste i dimenzije matrice placanja,
reSavaju se na razlicite nacine.

- Tako igre sa matricom placanja reda (2,2), (2,n) i (m,2) mogu se resavati i
grafickim i analitickim putem. Zbog toga se igre sa matricom placanja (m,n)
pokusavaju uprostiti i svesti na oblik pogodan za resavanje grafickim i analitickim
postupkom.

1. ReSavanje igre reda 2x2

a1 1 a‘lZ

To je matrica P = {
a21 a22

} — matrica placanja.

U postupku reSavanja igre predstavljene matricom plac¢anja reda (2,2), prvo se
ispituje da li se izborom maxmin i minmax vrednosti, mogu opredeliti optimalne
Ciste strategije i vrednosti igre. Ako moze, radi se o prostoj matricnoj igri. Ukoliko
utvrdimo da ne postoje Ciste strategije, neophodno je odrediti optimalne mesovite
strategije za oba igraca i odgovarajucu vrednost igre. Odredivanjem V5 —donje

granicne vrednosti igre i V® — gornje granicne vrednosti igre, predstavlja nacin za
resavanje matricne igre.

- Da bi igra reda (2,2) predstavljala mesovitu matricnu igru, pretpostaviti
moramo da su obe strategije za igrace A i B aktivne. Ovo ée biti zadovoljeno
ukoliko je za elemente matrice placanja zadovoljen uslov da za a,, > a,, imamo

da je a,, <a,, i obrnuto. Oznacimo sa X = (X, X,) meSovitu strategiju igraca A i

saY =(Y,,Y,) mesovitu strategiju igraca B, imamo:

a,, —a
a, X, +a,X, =V X, = 22 "2l
all - a12 - a-21 + a-22
za igraca A: A% +a,X, =V &
a a
Xl + X2 = 1 X2 = 11 12

a,,a,, —a,a :
v=—11722 721712 _ yrednost igre
A —a, — 8y T3y
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a,, — 4y,
a;;y, +ay, =V Yi =
8y — 8, — 8 T8y
zaigraca B:  a, Yy, +ayYy, =V &
a;; —ay
y,+Yy,=1 Y, =

A —a;, —3, T3y,

U slucaju grafickog resavanja pretpostavicemo da su strategije igraca A i B

X =(X,%,) 1Y =(Y,,Y,). Na grafik nanosimo vrednosti dobitaka igraca A koje
Ce on osvtariti u slucaju izbora prve, a zatim i druge strategije od igraca B, tako
da ordinate tacaka koje se nalaze na krivoj liniji MQQ i ispod nje predstavljaju
zagarantovane dobitke. Tacka Q je maxmin vrednost, tj. donja granica vrednosti
igre, Cija odgovarajuca vrednost na ordinati pokazuje vrednost igre, a tacka Q'
pokazuje relativan odnos druge i prve strategije igraca A.

2. Resavanje igara (2,n) i (m,2)

Resavanje igara ovog tipa realizuje se tako Sto se grafickim predstavijanjem
mogucih rezultata igre za igraca koji ima dve strategije opredeljuju aktivne
strategije njegovog protivnika na osnovu kojih se izracunava vrednost igre i
optimalna strategija. Ako imamo igru koja je definisana matricom placanja:

_ 1 Ay v &y Ay j| A
a,, 8y, - a2j oa, A2

iz koje vidimo da igrac A raspolaze sa dve, dok igrac B moze birati bilo koju od n

strategija. MeSovite strategije igraca A i B odredene su vektorima X = (X{,X,) i

P

n
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Y =(Y1:Yases Yoo Yo ) - Na grafiku predstavljamo potencijalne dobitke koje ce

igrac A ostvariti u slucaju izbora prve, druge,..., j-te,..., n-te strategije od strane
igraca B i kao kod igre 2x2 po principu maxmin opredeljujemo aktivne strategije
igraca B i svodimo ovu vrstu igre na igru 2x2.

- Garantovani dobici za igraca A nalaze se na krivoj liniji MN Q K i ispod nje.
Tacka Q je donja granica vrednosti igre. Strategije na cijem preseku se nalazi
tacka Q su aktivne, tako da igru (2,n) svodimo na igru 2x2. Slican postupak
resavanja igre primenjujemo u slucaju igre (m,2), ali u tom slucaju odredujemo
gornju granicu vrednosti igre (po y).

ay, / dayg

Redukcija matrice placanja — dominantna i dominirana strategija

Ukoliko je igra definisana matricom placanja reda (m,n), a m>2 i n>2, matricu
pokusSavamo uprostiti i svesti na jedan od oblika 2x2, mx2 ili 2xn. Jedan od
najcesce korisc¢enih postupaka uprosc¢avanja matrice placanja jeste postupak
redukcije matrice placanja primenom tzv. pravila dominacije. Ako imamo igru

Bl 82 e Bn
a, a, - Ay, A1
Ay 8y vt Ay, Az
P=| ; S
A 8y ot Ay Am

u kojoj vrste reprezentuju strategije igraca A, dok kolone predstavljaju n
strategija koje moze koristiti igrac B.

* Igrac A ponaSajuci se racionalno, nikada nece igrati strategije koje su ,,loSije
u odnosu na druge strategije. Znaci, ukoliko elementi k-te vrste nisu manji od
elemenata I-te vrste, tj. a,; > a;;, fo dobitak ne moZe biti manji ukoliko izabere

«

strategiju A, . Strategija A, je pogodnija od strategije A, zbog cega strategiju
A, smatramo dominantnom, a strategiju A, dominiranom. Igrac¢ A nikada nece

izabrati dominiranu strategiju, pa je mozemo eliminisati, a da se ne promeni
vrednost igre. A ako imamo dve iste strategije, jednu od njih mozemo iskljuciti.
* Igrac B: ukoliko imamo da elementi r-te kolone nisu veci od elemenata s-te
kolone, tj. ukoliko a,, < a,, tada je za njega povoljnije da bira strategiju B, u

odnosu na strategiju B, zato Sto izborom strategije B, obezbeduje manje

gubitke. r-ta strategija je dominantna, a s-ta strategija je dominirana, pa
dominiranu, tj. s-tu strategiju mozZemo eliminisati.

is !



Obrazovni centar ,,Smart Basic*, Lomina 5, tel: 32-82-662
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- Uzastopnom eliminacijom dominiranih strategija prvog i drugog igraca
smanjujemo dimenziju matrice, dok je ne svedemo na oblik pogodniji za resavanje
od polazno definisane matrice (2,2), (2,n) ili (m,2).

Matric¢ne igre i linearno programiranje

Igrac A: U uSlovima ostvarivanja optimalne mesovite strategije imamo da je
m . m

ZXi a; =V, pricemu je in =1 j=1..,n

i=1 i=1

X, — verovatnoda izbora i-te optimalne strategije (i=1,...,m)

Vv, — donja granica vrednosti igre igraca A

U razvijenom obliku to je:

A X +a,X, o ta X, >V

m2m =

A%, F 8y Xy ot By Xy 2V

A Xy + 8y Xy + oot By Xy 2V

mn®'m —
X, +X, +o.4+X, =1
Podelicemo i levu i desnu stranu svih n nejednacina i poslednje jednacine sa v, uz
uslov da je v>0 koji obezbedujemo transformacijom matrice placanja, nakon koje
imamo a; > 0. Elemente nove matrice dobijamo u obliku P'=a; + A, a

A= |a| +1, znaci to je pozitivan broj veci za jedan od pozitivne vrednosti najnizeg

negativnog elementa osnovne matrice placanja. Tada imamo V'=V+ A
X, ,

at+a,t, +..+a,t =1 t,=— I=1..m
\"

m
at +ay,t, +..+a,t, >1 W= Zti —min imizacija vrednosti
i=1

at +a,t, +..+a,t, =1

mn™m —
t,+t, +..+t, =1V
Model linearnog programiranja je:
(min)w=t, +t, +...+t_
a b, +at, +..+a,t =1

ml*m =

a,t +a,t, +..+a,,t, =1

at, +a,t, +..+at, =1

mn™m —

t,t,,.t, >0
cijim resavanjem odredujemo optimalne mesovite strategije za igraca A u obliku

X; =t, -V, pri cemu je V=1/w.

n n
Igrac B: Za igraca B mora biti zadovoljeno D a;y; <v i »_y; =1, u razvijenom
-1 i1

obliku:
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aj Yy +a,Y, et a,y, SV
a,y,+a,y,+..+a,y, sV

a,y, ta,,y, +t..+a,y, <V

yi+y,+..+y, =1
Deleci nejednacine i jednacine sa v dobijamo:
a,u, +a,u, +..+a,u, <1 u,=y;/v j=L..,n

1n~n — j

n
a,U, +a,,u, +...+a,u, <1 z= Zuj —maksimizadja vrednosti
j=1

a U, +a,,u, +..+a,,u, <1
U +U, +..+u, =1v

Model koji se koristi za odredivanje optimalne mesovite strategije za igraca B
mozemo predstaviti u vidu odgovarajuceg problema linearnog programiranja:
(Mmax)z=u, +U, +...+U, gde je v=1/z

a;u, +a,u, +..+a,u, <1 y;=u;-v

In¥n —

2n¥n —

a, U, +a,u, +...+a,,u, <1

au, +a,,u, +..+a,,u, <1

mn=n —

u,,u,,..,u, =20

MreZno programiranje

75. Analiza strukture u mreZnom planiranju

Pod analizom strukture podrazumeva se odredivanje i precizno definisanje
svake aktivnosti pojedinacno, a zatim uspostavljanje logickog redosleda i
medusobne zavisnosti izmedu ovih aktivnosti, koje definisu projekat kao celinu.
Nakon analize strukture pristupa se konstrukciji grafickog modela
analiziranog projekta, koji se naziva mrezni dijagram. Glavna karakteristika
metoda mreznog planiranja ogleda se u razdvajanju analize strukture od
analize vremena datog projekta. Analiza strukture u osnovi je ista kod obe
metode i CPM i PERT. Razlika nastaje tek pri transformaciji grafickog u
matematicki model. Za metodu CPM, matematicki model je deterministicki, a
za metodu PERT je stohasticki.

76. Mrezni dijagram i njegovi osnovni elementi

Mprezni dijagram je konacan, povezan, orijentisan i ciklican graf G = (N, L)
koji se sastoji iz dva skupa, skupa cvorova N = (1,2,...,1, J,...,n) i skupa
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orijentisanih grana L = {(i, j)|i, jeN,i< j}. Orijentisane grane

prikazivacemo neprekidnim linijama sa strelicama i zvacemo ih aktivnostima,
a ¢vorove ¢emo prikazivati pomocu kruzi¢a i zvacemo ih dogadajima. Znaci,
da bismo mogli da konstruiSemo mrezni dijagram, projekat moramo da
razdelimo na aktivnosti i dogadaje, koji predstavljaju osnovne elemente
mreznog dijagrama.

Aktivnosti se definisu kao elementi projekta, koji imaju odredeno vremensko
trajanje i za njihovu realizaciju potrebni su odgovarajuci resursi. Postoje i
aktivnosti koje imaju samo vremensko trajanje, a za njihovu realizaciju nisu
potrebni resursi.

Da bi se pomocu mreznog dijagrama pokazale sve zavisnosti u projektu, uvodi
se pojam fiktivne aktivnosti, koja se prikazuje isprekidanim linijama sa
strelicom. Fiktivna aktivnost se moze definisati kao aktivnost za ciju
realizaciju nije potreban nikakav konkretan rad, nema vremensko trajanje i ne
trosi nikakve resurse.

Dogadaj je takav element projekta, koji ne trosi ni vreme ni resurse. To je
samo trenutak vremena u kome zapocinje realizacija jedne ili vise aktivnosti,
ili vremenski trenutak u kome se zavrsava realizacija jedne ili vise aktivnosti.
Svaka aktivnost ima jedan dogadaj kao svoj pocetak i drugi kao svoj zavrSetak.
Ovi dogadaji se nazivaju pocetni i zavrsni dogadaj aktivnosti. Realizacija
nijedne aktivnosti ne moze da pocne pre nego sto se dostigne dogadaj koji
predstavlja njen pocetak, kao i pre zavrsetka realizacije svih aktivnosti koje joj
prethode.

Pocetni dogadaj mreznog dijagrama predstavlja vremenski trenutak u kojem
zapocinje realizacija projekta. Njemu ne prethodi ni jedna aktivnost. Zavrsni
dogadaj mreznog dijagrama predstavija vremenski trenutak u kojem se
zavrsava realizacija projekta.

Svaki dogadaj treba numerisati nekim nenegativnim brojem. Na taj nacin
svaka aktivnost mreznog dijagrama odredena je sa dva broja, brojem
pocetnog i brojem zavrsnog dogadaja. Ako je pocetni dogadaj numerisan
brojem i, a zavrsni brojem j, onda se takva aktivnost obelezava sa (i,j), pri
cemu uvek mora da bude ispunjen uslov i<j.

77. Osnovna pravila konstrukcije mreznog dijagrama
1. Svaka aktivnost mora otpoceti dogadajem i zavrsiti dogadajem.

O——0——0

2. Ako zavrsetak realizacije neke aktivnosti A predstavlja preduslov za pocetak
realizacija druge aktivnosti B, onda se one moraju postaviti po redosledu
realizacije.

O——0—=—0

3. Ako se vise aktivnosti A,B,... mora zavrsiti da bi slede¢a aktivnost C mogla
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otpoceti, onda se one zavrsavaju u pocetnom dogadaju te sledece aktivnosti

4. Ako realizacija vise aktivnosti (B,C,D) moze zapoceti posto je prethodna
aktivnost (A) realizovana, onda pocetni dogadaj svih ovih aktivnosti (B,C,D)
predstavlja zavrsni dogadaj prethodne aktivnosti A.

6. Nijedan dogadaj ne moze sam sebi da prethodi, tj. mora biti vremenski
orijentisan i ne moze da sadrzi zatvorene cikluse ili petlje.

0

7. Slozena aktivnost moze da se podeli na potreban broj manjih delimicnih
aktivnosti. Moze se dogoditi da realizacija neke od sledecih aktivnosti moze
otpoceti pre potpunog zavrSetka posmatrane aktivnosti.

8. Dve ili vise aktivnosti, zavrsavaju se u istim dogadajima:
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o,

9. Ako dve aktivnosti

| B pocinju istovremeno po zavrSetku aktivnosti A,

onda ce to bifi prika

13:}!(0 akti C zavisj (\dve aktivnosti A i B, pri cemu aktivnost D zavisi
od\Ktivnosti nda je psebno uvesti fiktivnu aktivnost.
A’ C

B D

11. Ako je potrebno konstruisati mrezni dijagram dovoljno velikog projekta
mozZemo da ga podelimo na delimicne projekte i sastavimo grube mrezne

dijagrame _Njih prikgzujemo pomocu agregatnih aktivnosti, koje potom
Z “Tamiti a preciznosti.

12. Pre pocetka stvarne realizacije projekta, cesto treba obaviti citav niz
pripremnih radova, pa se zbog toga uvodi pripremna aktivnost, koja se
graficki prikazuje, talasastom linijom, da bi je razlikovali od stvarnih
aktivnosti.
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78. Medusobni odnosi aktivnosti.

- Medusobni odnosi aktivnosti daju nam informacije o vremenskoj zavisnosti i
redosledu izvodenja svih aktivnosti projekta, sto znaci da znamo koje
aktivnosti neposredno prethode, a koje neposredno slede posmatranu
aktivnost.

1. Medusobni odnosi aktivnosti mogu se iskazati na vise nacina, a najcesce se
iskazuju pomocu tabele koja ima samo dve kolone. U prvoj se nalaze
posmatrane aktivnosti, a u drugoj aktivnosti koje im neposredno prethode.

2. Drugi nacin prikazivanja se sastoji u tome da se napravi matrica odnosa
aktivnosti. Ova matrica je kvadratnog oblika i ima onoliko redova i kolona
koliko ima aktivnosti u projektu. U redove se upisuju prethodne, a u kolone
posmatrane aktivnosti. Medusobne zavisnosti aktivnosti se upisuju unapred
odredenim znakom (+), iznad glavne dijagonale ove matrice. Na osnovu
obelezenih mesta u matrici odnosa aktivnosti po redovima moze se odrediti
koje aktivnosti mogu poceti nakon zavrsetka posmatrane aktivnosti i slicno na
osnovu oznaka po kolonama moze se utvrditi koje aktivnosti ¢e biti zavrsene
pre nego Sto pocne posmatrana aktivnost.

83. Kriti¢ne aktivnosti i kritiCan put

Ako je max. dozvoljeno vreme trajanja aktivnosti (i,j) jednako njenom trajanju
t;, takva aktivnost onda nema vremenskih rezervi i zove se kriticna aktivnost.
Imaju osobinu da je t' =t, #. vremenske rezerve i pocetnog i zavrsnog

dogadaja su jednake nuli. Put koji sadrzi samo kriticne aktivnosti i spaja
pocetni sa zavrsnim dogadajem, naziva se kriticni put. On ima najduze
trajanje i ujedno odreduje vreme trajanja celog projekta. U mreznom
dijagramu moze postojati vise kriticnih puteva. Kriticni put i kriticne aktivnosti
su od izuzetne vaznosti za realizaciju projekta i one odreduju trajanje i vreme
realizacije.

84. Vremenski parametri stohastickog mreznog modela

a;; — ocena najkraceg moguceg vremena trajanja aktivnosti — optimisticka
ocena

bij — ocena najduzeg moguceg vremena trajanja aktivnosti — pesimisticka
ocena

m;; — ocena najverovatnijeg vremena trajanja aktivnosti — najverovatnija
ocena.

Ocekivana vremena trajanja aktivnosti t,(i, J) 1varijansa 0': (i, j) na osnovu
ove tri ocene su:
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a; +4m; +b; (b; —a;)?
t (i, j) = i i o2 (i, j) = —i_“
N(H) 5 () 3
Pretpostavka: da su verovatnoce vremena trajanja raspodeljene po [
raspodeli.

85. Kriticne aktivnosti i kriti€an put u stohastickom mreznom modelu

Aktivnosti kod kojih se najraniji moguci i najkasniji dozvoljeni trenuci
realizacije poklapaju i za pocetni i za zavrsni dogadaj nazivaju se kriticne
aktivnosti, a put koji se samo od njih sastoji kriticni put (povezuje pocetni i
zavrsni dogadaj). Vremenska rezerva jednaka je nuli za te aktivnosti R, =0,
ako dogadaj i pripada kriticnom putu.

86. Odredivanje verovatno¢a u stohastiCkom mreznom modelu

Verovatnoca ispunjenja nekog dogadaja mreznog dijagrama u unapred
predvidenom roku T ,(]), oznacimo sap=> p = p{'l'E () <T, (j)} moze se

smatrati prema granicnoj teoremi Ljapunova da su velicine T,(])

rasporedene po normalnom zakonu verovatnoce. Ista pretpostavka moze se
uvesti i za stohasticke velicine T_(i).

96. Markovljev model — osnovne pretpostavke i formulacije modela

Markovljevi modeli predtavljaju stohasticke modele cijim koriséenjem se vrsi
predvidanje verovatnoca ostvarenja buducih dogadaja na bazi poznavanja
sadasnjih verovatnocéa. Primena Markovljevih modela koristi se za
predvidanje stanja nekog sistema u buducem periodu na bazi poznavanja
njegovog sadasnjeg stanja i verovatnoca izmena tog stanja u periodu
predvidanja. Osnovne pretpostavke modela:

a) Postoji konacan broj mogucih stanja sistema

b) Stanje sistema u nekom periodu zavisi od njegovog stanja u neposredno
prethodnom modelu

¢) Velicina sistema i broj elemenata ostaju nepromenjeni u toku perioda za
koji se vrsi predvidanje

d) Matrica prelaznih verovatnoca je stacionarna.

Osim prethodnih pretpostavki, primena Markovljevog modela podrazumeva da
razlicita stanja u kojima se posmatrani sistem moze naci istovremeno opisuju
kompletan sistem i medusobno se iskljucuju. Ova osobina podrazumeva da
navedena stanja jesu jedina moguca u kojima se posmatrani sistem mozZe naci,
kao i da se sistem u jednom trenutku ne moze istovremeno naci u dva
navedena stanja.

- Informacije o stanju sistema u odredenom vremenskom periodu mozemo
predstaviti vektorom stanja oblika S(t) = (S, (t), S, (t),...,S, (t)), gde je S(t)

vektor stanja sistema u t-tom periodu, dok su S, (t),S, (t),..., S, (t) verovatnoce

da ce se sistem naci u jednom od n mogucih stanja u tom periodu.
- Prelazak sistema iz jednog u drugo stanje u dva uzastopna perioda mozemo
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predstaviti verovatnocama prelaza. Tako imamo da verovatnoca p;

predstavlja uslovnu verovatnocu prelaza sistema iz i-tog u j-to stanje u
periodu (t,t+1). Sve verovatnoce izmene stanja mozemo predstaviti u vidu
odgovarajuce matrice verovatnoce oblika:

Puu Pz 0 Pry
P— p.21 p'zz p.2n
P Pnz = Pnn

Matrica P sadrzi sve verovatnoce prelaza sistema iz jednog u drugo stanje.
Elementi koji se nalaze na glavnoj dijagonali predstavljaju verovatnoce da
sistem nakon istog vremenskog intervala nece menjati stanje iz prethodnog
perioda, dok ostale verovatnoce pokazuju verovatnoce ostvarenja izmene
stanja sistema u posmatranom vremenskom intervalu. Zbir elemenata po

vrstama jednak je jedinici: » p; =1 0<p; <1.
i=1

Kada raspolazemo sa vektorom S(t) = (S,(t),...,S, (t)) i matricom P stanje
sistema za neki naredni period mozemo predvideti na sledeci nacin:
St+1)=S()-P

S(t+2)=S(t+1)-P=S(t)-P?

S(t+3)=S(t+2)-P=S(t)-P°

S(t+7)=S(t+7-1)-P=S(t)-P°

Definisati i objasniti stabilno-ravnotezno stanje Markovljevog modela

S obzirom na stacionarnost Markovljeve tranzitivne matrice, nakon odredenog
perioda doci ée do tzv. uravnoteZenja stanja posmatranog sistema, tj. sistem ce
se u dva razlicita perioda naci u istom stanju. Ostvarivanje ovog ravnoteznog
stanja sistema mozemo predstaviti na sledeci nacin:

S(z)=S(z)-P.
Sa S(z) =(S,(z),S,(7),...,S, (7)) obelezili smo ravnotezno stanje sistema koje

Ce biti ostvareno nakon isteka odredenog broja perioda. U slucaju postojanja
n mogucih stanja sistema, imamo:

P11 Py - Pin
(S(7), 8,(£), 8, (1)) = (5.(), 8, (2),.. 8, (2))-| P2 P22 7 Pan
pnl pn2 pnn

Ako prihvatimo da je S,(7) =S, sistem jednacina cijim resavanjem se moze
utvrditi ravnotezno stanje sistema ce biti:
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Sl = Sl P11+ Sz Pyt F Sn P
Sz = Sl P, + Sz Py, +...+ Sn Pn2

Sn = Sl pln +82 p2|’l +"'+Sn pnn

Sistem jednacina nam omogucava da na osnovu poznate matrice prelaznih
verovatnoca sistema utvrdimo njegovo ravnotezno stanje.

98. Markovljev model za prognoziranje opredeljenja potrosaca

U cilju prezentacije nacina i mogucnosti primene Markovljevog modela za
predvidanje trzista odredenog proizvoda, pretpostavimo da razlicite marke
jednog proizvoda proizvodi n proizvodaca na prvom trzistu, za koje unapred
poznajemo ukupan broj kupaca ovih proizvoda. Neka je stanje trZista, t].
relativno ucesce posmatranih marki na trZistu u pocetnom periodu t=0,
predstavljeno vektorom stanja S(0) =S, (0), S, (0),...,S, (0) — gde S, (0)

pokazuju verovatnocu da ¢e kupci u t=0 kupovati i-tu marku proizvoda, gde

imamo ZSi (0)=1 S,(0) = 0. Ponasanje kupaca u nizu uzastopnih perioda

Pir Pz = P

. .. , . _ Par Pz = Poy
mozemo predstaviti Markovljevom matricom P =| " . . -

Pu Pz = Pm

u kojoj element O < p; <1, pokazuje verovatnocu da ¢e kupci koji su u

periodu t=0 kupovali i-tu marku, u periodu t+1 preci na kupovinu j-te marke
proizvoda.

Elementi na glavnoj dijagonali (i=j), predstavijaju verovatnoce da ¢e kupci
nastaviti u narednom periodu da kupuju istu marku, zbog toga se ove
verovatnoce nazivaju verovatnoce vernosti odredenoj marki, pri cemu je

Z p; =1. Uzastopna stanja strukture trZista koja pokazuju opredeljenje

kupaca u nizu sukcesivnih perioda mozemo odrediti na sledeci nacin

S@)=S(0)-P
S(2)=S(1)-P=5(0)-P*
S(3)=5(2)-P=5(0)-P°

S(T)=S(T-1)-P=S(0)-P*
Usled osobine stacionarnosti, nakon isteka odredenog broja perioda dolazi do

uravnotezavanja stanja strukture trzista, tako da se ostvaruje tzv. finalno
stanje.

99. Markovljev model za odredivanje kona¢nog stanja potrazivanja u preduzecu

Sva potrazivanja se razvrstavaku u sledece 4 grupe:
stanje 1 (S,) — naplacena potrazivanja
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stanje 2 (S, ) — otpisana potrazivanja

stanje 3 (S,) - potrazivanja sa rokom dospeca do 30 dana

stanje 4 (S,) - potrazivanja sa rokom placanja od 30 do 90 dana

S, 1 S, predstavljaju konacna stanja, jer potrazivanja koja se u njima nalaze
ne mogu promeniti svoj karakter, a S, i S, se mogu promeniti. Promene

posmatranih stanja potrazZivanja mozemo predstaviti Markovljevom matricom
prelaznih verovatnoca. Elementi ove matrice ¢e predstavljati verovatnoce
prelaza u preostala stanja u toku posmatranog vremenskog perioda. S obzirom
da S, i S, predstavijaju konacna stanja iz kojih potrazivanja ne mogu preci u
neko od preostalih stanja, to ¢e njihove verovatnoce da ce ostati u datom
stanju biti jednake jedinici, dok ¢e verovatnoce prelaza iz ova dva u preostala
dva stanja biti jednake nuli. Pored toga prvog dela Markovljeve tranzitivne
matrice, drugi deo su verovatnoce prelaza S; i S, u konacna stanja, kao i

verovatnoce zadrzavanja potrazivanja u ova dva stanja. Na osnovu toga
Markovljevu matricu prelaznih verovatno¢a mozemo predstaviti u obliku:

1 0 0 0
0 1 0 0

P= .
p31 p32 p33 p34
p4l p42 p43 p44

Koristeci ovu matricu ukoliko poznajemo strukturu potrazivanja mozemo
izvrsiti predvidanje ovog stanja za naredni period. Ukoliko stanje potrazivanja
placanja u mesecu t predstavimo vektorom S, =S,,S,,S;,S, pri cemu je

Z S, =1, stanje potrazivanja u bilo kojem od narednih meseci mozemo

odrediti na osnovu relacije:
St+1)=S(t)-P

S(t+2)=S(t+1)-P=S(t)-P?
S(t+3)=S(t+2)-P=5(t)-P°

S(t+7)=S(t+7r-1)-P=S(t)-P*

Definisati i objasniti fundametalnu matricu F i matricu K u modelu za
odredivanje kona¢nog stanja potraZivanja u preduzecu

Markovljevu matricu prelaznih verovatnoca podelicemo na:

1o 00 1o [0
F)_0_1_00 =lo 1 =lo o

Py Poz | Pas Pag A{psl psz} B{pss psﬂ
Psr Pa Pss  Pas Psr Pao Psz Pas

Fundametalna matrica se odreduje u sledecem obliku: F = (1 —B)™" odnosno
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-1 _
= {|:1 0:|_|:p33 p34:|} _ |:1_ Pss — Pas } ' _
01 p43 p44 - p43 1- p44

1 _{1— P Pas }
(1_ p33)(1_ p44) - p34 p43 Pas 1- P33

Verovatnoce prelaska potrazivanja J; | J, u jedno od prva dva konacna
stanja, odnosno matricu K, moZzemo odrediti:

K—F.A= 1 .|:1—p44 P34 ]{pu p32}=
(1_ pas)(l_ p44) - p34 p43 p43 1- p33 p41 p42

— {KBl K32}
K41 K42

gde vrednosti elemenata prve vrste predstavljaju konacne verovatnoce da ce
potrazivanja sa rokom dospeca do 30 dana biti naplaéena, odnosno otpisana,
dok elementi druge vrste pokazuju konacne verovatnoce prelaska stanja
potrazivanja J, U prva dva stanja. Pri tome imamo da je:

K, + K, =1

K, +K,=1

Korisc¢enjem matrice K moguce je utvrditi koji ¢e iznos ukupnih potrazivanja
biti naplacen, a koji otpisan. Ukoliko stanje potrazivanja u odredenom
trenutku predstavimo vektorom Q, =(0;,4,), gde q; pokazuje novéani iznos

potrazivanja stanja S,, @ (, iznos potrazivanja iz stanja S, . 1Znos
potrazivanja koja ce biti konacno naplacéena, odnosno otpisana, dobicemo iz
proizvoda Q, - K, odnosno:

Q. =Q,-K=(q q)-{Ks‘1 K”}(q Use)
C P 3 4 K4l K42 1c 2c

0, — izZnos konacno naplacenih potrazivanja

0, — iznos konacno otpisanih potraZivanja.
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Teoreme

Teorema 1: (Odnos gornje i donje granice vrednosti matri¢ne igre)

U matricnoj igri gornja granica vrednosti igre () uvek je veca ili jednaka u odnosu
na donju granicu vrednosti igre (), tj. f>«a.

Dokaz: 1z definicije gornje i donje granice vrednosti igre, proizilazi njihov odnos
prema bilo kom od elemenata matrice placanja, koji mozemo predstaviti u obliku

By =maxa; >a;,dokje a; =ming; <a; i=1l..m j=1..n

Iz oba izraza proizilazi da je:

B =maxa; >a; >2mina; = ¢;, odakle je S; > ;.

Dakle, mozemo zakljuciti da donja granica vrednosti igre nije veca od gornje granice
vrednosti igre, odnosno da je >« .

Ukoliko je u matricnoj igri a = f, takva igra je prosta matricna igra i nazivamo je
igrom sa sedlastom tackom. Sedlasta tacka matricne igre nalazi se na preseku
optimalne strategije igraca za koje su izjednacena maxmin i minmax vrednost, tj.
donja i gornja granica vrednosti igre.

Teorema 2: (Egzistencija moguceg reSenja transportnog problema)
Transportni problem ima reSenje ukoliko je ukupna ponuda jednaka ukupnoj traznji,

tj. ako je Zm:ai :Zn:bj .
i=1 j=1

Dokaz: Zmlzn:xij =Zm:ai
i=1 j=1 i=1

n m n

D> x; =>_b; = kako su leve strane jednake, jednake su i desne strane, tj.
j=1 i1 j=1

m n

D a, =>_b;, cime je dokaz uslov za resavanjetransporetnog problema.

i1 i1
Da bi dokazali da izjednacavanje ukupne ponude i ukupne traznje predstavija i
dovoljan uslov za reSavanje transportnog problema, treba da pokazemo da kolicina

) . aibj . m n
prevezene robe predstavljena izrazom Xx; = o gde je d = Zai = ij :
i1 [

predstavlja moguce reSenje transportnog problema.
Kako su sve vrednosti a;,b;,d nenegativne velicine, to je x; > 0. Ukoliko izraz

ab.
X. = 'd‘ sumiramo po i i po j dobijamo:

U]
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iz Cega vidimo da X;; zadovoljava sistem jednacina ogranicenja i traZnje i ponude.

Znaci pokazali smo da jednakost ukupne ponude i ukupne traznje u transportnom
problemu, predstavlja potreban i dovoljan uslov za egzistenciju moguceg resenja.

Teorema 3: Matrica koeficijenta sistema ogranicenja transportnog problema ima
rang m+n-1

Dokaz: Matricu koeficijenta sistema ogranicenja naseg transportnog problema
mozemo predstaviti u obliku:

11..100..0.. 0O0..0

Matrica A reda (m+ n)xmn ima za elemente jedinice i nule pri cemu u svakoj koloni
ima samo dve jedinice a ostalo su nule. Ukoliko saberemo prvih m vrsta matrice A
dobicemo vrstu Ciji su svi elementi jedinice. Istu takvu vrstu cemo dobiti sabiranjem
preostalih n vrsta matrice Atj.: p, + P, +...4+ Py, = Pyt + Prnso + -+ Prnyn» g€ SMO
sa Py, Py, Py ObeleZili vrste matrice A. Znaci da svaku vrstu matrice A moZemo

izraziti u vidu linearne kombinacije ostalih. Ukoliko sada iz matrice A iskljucimo
poslednju vrstu i uzmemo minor (m+ n—1)—og reda dobijamo:

[

det M (m+n-1) =

00 ---000 - 1
Rang matrice nije m+n jer je uvek 1 vrsta zavisna od drugih, pa pogodnom
transformacijom dobijamo da je rang matrice m+n—1, jer je vrednost dobijenog
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minora razlicita od nule. T o je i trebalo dokazati.

Teorema 4: (Postojanje zavisnosti izmedu jednacina sistema ogranicenja
transportnog problema)

Broj linearno nezavisnih jednacina sistema ogranicenja transportnog problema je
m+n-1.

Dokaz: Pretpostavimo da imamo kombinaciju vrednosti promenljivih x; za koje
znamo da zadovoljavaju sve jednacine sistema ogranicenja izuzev na primer prvu

Jjednacinu. Pokazacemo da takva pretpostavka ne moze biti zadovoljena. Ocigledno je
da levu stranu prve jednacine sistema ogranicenja mozemo pretstaviti u obliku:

n m n m n
IRIDW RTINS
i1 i1 i=2 1
ako je za svako X;; zadovoljeno svih m+n jednacina sistema ogranicenja {j.

n m
Z X; =a | Z X; =D, to jednakost 1 moZemo predstaviti u obliku
i1 i-1

n m n m n n m
PRIEDIN T IR ED N IEPIAEE:
[ it j1 i—2 j1 i1 i—2

n
Na taj nacin je z X;; =&, 4. zadovoljena je i prva jednacina sistema ogranicenja.
i1
Isto bi mogli jednostavno pokazati da je svaka od jednacina sistema ogranicenja
zadovoljena ukoliko su zadovoljene sve preostale m+n-/ jednacine sistema
ogranicenja transportnog problema.

Teorema 5: (Opste osobine reSenja modela linearnog programiranja)

Skup mogucih resenja zadatka linearnog programiranja je konveksan skup.

Dokaz: Da bi dokazali tvrdenje nase teoreme, potrebno je da pokazemo da konveksna
kombinacija svaka dva moguca resenja predstavlja moguce resenje. Zbog toga

uzmimo da X'= (X;, X, X, ) 1 X"'= (X, X5,..., X, ) predstavljaju moguca resenja

problema na osnovu cega je

AX =bi AX' =D

X=X +(1l-A)x, 0<A<1

AX = A[AX +(1-A)X ]=AAX +(1—-A)AX =JAX + AX —AAX =
=Ab+b-4b=D

na osnovu cega vidimo da sve konveksne kombinacije mogucih resenja takode

predstavljajku moguca reSenja. Prema tome, skup mogucih resenja je konveksan, Sto
je trebalo i dokazati.

Bazicno moguce resenje X = (X, ,X,,...,X.) predstavlja optimalno resenje zadatka
standardnog problema max ukoliko imamo daje z(X") > z(x) za bilo kojke moguce
resenje X .

Teorema 6: Optimalno resenje zadatka linearnog programiranja nalazi se u
ekstremnoj tacki konveksnog skupa mogucih resenja.

Dokaz: Kako je skup mogucih resenja konveksan i ogranicen skup = postoji
konacan broj (k) ekstremnih tacaka, koje cemo oznaciti sa X, X,,..., X, . Neka je
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X tacka za koju funkcija cilja ostvaruje max, odnosno za koju imamo da je
2(X") > z(X) za svako moguce resenje x. Ako je X" ekstremna tacka konveksnog skupa
teorema je dokazana.

Pretpostavimo da X" nije ekstremna tacka skupa mogucih resenja. Tada tacku X
mozemo izraziti kao konveksnu kombinaciju skupa ekstremnih tacaka,

K
. X =X + X 4ot A% 4200 D 4 =1, i=(l,..k)

i=1
Z(X7) = Z(A X + X, +on+ A X ) = 4 2(X) + 4,2(X,) + .o+ A, 2(X,)
Ako u poslednjoj jednacini izaberemo tacku za koju funkcija z ostvaruje max vrednost,
npr. X,, tada mozemo pisati
A2(% ) + A,2(X ) + oo + A, 2(X ) = A4,2(X,) + 4,2(X,) + o + A, 2(X, ) = 2(X)
Kakoje 4, >0 i > 4 =1=

Az(x )+ ALz(X )+ + A4 2(X )= (4 + A4, ..+ A4 ) - 2(X) = 2(X,), 1.
2(x,) = z(X"), §to je trebalo i dokazati.

Teorema 7: (Odnos izmedu funkcije cilja primarnog i dualnog problema)

Za bilo koje moguce resenje X = (X, X,,...,X,) primarnog problema i bilo koje
moguce resenje dualnog problema y = (Yy,,Y,,...,Y,,) » vrednost funkcije cilja
primarnog problema manja je ili jednaka vrednosti funkcije cilja dualnog problema,

p m
ti. z(x) <v(y) ili D c;x; <D by;.
i1 i1

p m
Dokaz: Posmatrajmo sistem ogranicenja primara ) a;x; <b; iduala ) a;y, >c; i
j=1 i=1

pomnozimo sada desnu i levu stranu i-te nejednacine sistema ogranicenja primara sa
y. i sumirajmo po indeksu i=1,...,m, na osnovu ¢ega dobijamo:
m m
D (X o3 X,) Y < Dby,
i=1 i1
Izraz na levoj strani prethodne nejednacine mozZemo predstaviti u obliku dvostruke
sume po i=1,...mipo j=1,...p i dobicemo:

m p m

228X <D by,

] i1
Ako j-tu nejednacinu sistema ogranicenja duala pomnozimo sa X; i sumiramo po
j=1,...,p dobijamo:

p..m p
D28 YiX; 2D X
. —

j=1 i=1
Kako su leve strane poslednje dve nejednacine jednake konstatujemo da je:

P m
ZCJXJ- < Zbi Y, , Sto je i trebalo dokazati.
= i1

Teorema 8: (Odnos izmedu otimalnih vrednosti funkcije cilja primarnog i
dualnog problema)
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Ukoliko su X™ = (X, , X5, X3) T Y = (Y1, Ypreenr y;) moguca reSenja primarnog i
dualnog problema, za koje su vrednosti funkcija cilja primara i duala jednake
z(x)=v(y"), tadasu x" i y optimalna resenja primara i duala respektivno.

Dokaz: Neka je x' neko moguce resenje primara. Tada ée biti 7(X') <v(y’).
Medutim, kako je na osnovu uslova teoreme 7(X') =v(y"), toje z(x') < z(x") . Kako
je x' bilo koje moguce resenje primara, to je 7(X") = (max) z(x), odnosno X"
predstavlja optimalno resenje primarnog problema.

Analogno se dokazuje da y~ predstavija optimalno resenje dualnog problema.
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